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Resumen Muchos de los algoritmos de optimizacién multi-objetivo mas
populares son poco eficaces al tratar con problemas de tres o méds obje-
tivos. Esto se debe en general al uso de estimadores de densidad, como
la distancia de crowding de NSGA-II, que fueron disefiados cuando el
principal reto era optimizar problemas de dos objetivos. En este articulo
presentamos un nuevo estimador de densidad que permite a los algorit-
mos que utilizan archivos externos mejorar notablemente la diversidad de
soluciones de los frentes al resolver problemas de tres objetivos. Hemos
evaluado el estimador en dos variantes de algoritmos basados en archivo,
SMPSO y MOCell, comparado los resultados obtenidos con los de las
versiones originales de los mismos sobre un banco de pruebas compues-
to por 16 problemas de tres objetivos. Los resultados muestran que los
frentes obtenidos con nuestra propuesta mejoran de forma significativa
a los que generan los algoritmos originales.

Palabras clave: Optimizacién multi-objetivo, estimador de densidad, diversi-
dad, problemas 3D.

1. Introduccién

La optimizacién multi-objetivo es la disciplina que trata la resolucién de
problemas de optimizacién que se caracterizan por tener dos o mds objetivos
(o funciones) que estdn en conflicto entre si, de forma que para una solucién
6ptima la mejora en uno de ellos implica un empeoramiento del resto. Por este
motivo, no suele existir una tnica solucién a estos problemas, sino un conjunto
de soluciones denominadas conjunto de éptimos de Pareto. La representacion de
este conjunto en el espacio de objetivos se denomina frente de Pareto. Obtener el
frente de Pareto es lo que persigue la optimizacién multi-objetivo. Sin embargo,
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en la practica, cuando se usan técnicas aproximadas como las metaheuristicas,
lo que suele buscarse es una aproximacién o subconjunto de dicho frente con
la suficiente calidad para que un tomador de decisiones (un experto en el pro-
blema) tenga un buen abanico de alternativas. Para mejor comprensién debe
contener soluciones lo més cercanas posibles al frente de Pareto y a su vez han
de estar uniformemente distribuidas. Estas dos propiedades son conocidas como
convergencia y diversidad, respectivamente. Ademas, el nimero de soluciones del
frente esta acotado, por lo que el algoritmo debe seleccionar durante la busqueda
aquellas soluciones que optimicen ambas propiedades.

Si nos centramos en el aspecto de la diversidad, la estrategia mas habitual
usada por las metaheuristicas multi-objetivo es aplicar un estimador de densidad
que permita determinar qué soluciones son las mejores (para mantenerlas) o
peores (para desecharlas) en vistas a conseguir un frente lo més diverso posible.
Probablemente, el método més utilizado es la distancia de crowding del algoritmo
NSGA-II [2], por su gran rendimiento al resolver problemas de dos objetivos (2D)
y a su baja complejidad O(knlogn), donde n es el nimero soluciones y k el de
objetivos. En contraposicién, es bien sabido que pierde su eficiencia al aumentar
las dimensiones del problema [4] ya que la distancia crowding se basa en medir
cuboides respecto a los individuos més cercanos, lo que sélo funciona bien con dos
objetivos. Los estimadores basados en la contribucién al hipervolumen también
se han aplicado en muchos algoritmos [1,12,13], ya que suponen una mejora al
resolver problemas de tres o més objetivos respecto a la distancia de crowding; sin
embargo, la complejidad del célculo del hipervolumen crece exponencialmente
con el nimero de objetivos.

La principal contribucién de este articulo es la propuesta de un nuevo es-
timador de densidad que permite mejorar la diversidad de los frentes en me-
taheuristicas basadas en archivo externo para problemas de tres objetivos (3D).
Nuestra propuesta la Desviacién Especial Propagada se basa enteramente en la
posicién de las soluciones sobre la actual aproximacién al frente de Pareto y es
de tiempo polinomial. Se han hecho algunas propuestas similares eliminando los
vecinos més cercanos en [7,17] pero éstas no toman en cuenta la posicién en el
espacio objetivo multidimensional (la distancia de crowding no toma en cuenta
la relacién entre diferentes objetivos).

Para evaluar el estimador de densidad que hemos diseniado se ha implementa-
do en dos metaheuristicas del estado del arte que usan un archivo externo basado
en la distancia de crowding. Los algoritmos son SMPSO [9] y MOCell [10], que
han mostrado una notable capacidad para resolver problemas 2D pero que sufren
dificultades para producir frentes 3D con una buena diversidad de soluciones.

El resto del articulo se estructura como sigue. En la Seccién 2, se presenta
nuestro nuevo estimador de densidad. Después, se explica en la Seccién 3 el
procedimiento seguido para generar y analizar los resultados presentados en este
articulo. Los resultados se presentan y discuten en la Seccién 4. Para terminar, el
articulo resume nuestras principales conclusiones y sugerencias de trabajo futuro
en la Seccién 5.
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2. Estimador de densidad propuesto

El Algoritmo 1 muestra el funcionamiento de la Desviacién Espacial Propa-
gada (DEP) propuesta. La variable A es el conjunto de soluciones a evaluar y es
de cardinalidad n (linea 1). El algoritmo comienza asignando una aptitud de 0
a todas las soluciones del conjunto (lineas 4 a 6). Después, en las lineas 7-11 la
funcién ordena(A,m) localiza los extremos por objetivo (peor y mejor solucién
en el objetivo m € K) asignandoles la mejor aptitud posible —co. Tras esto se
calculan en la linea 12 todas las distancias euclidianas normalizadas con los va-
lores méximos y minimos encontrados en cada objetivo m en A, almacendndolas
en la matriz M. La linea 13 localiza la distancia maxima D4, y minima Dy,
entre soluciones distintas del conjunto A. En las lineas 14 a la 21 se penaliza
cada solucién considerando el momento central entre las distancias producidas
por cada solucién i contra las demds soluciones j del conjunto y (Dpaz — Dimin)-

Entrada: Un conjunto de soluciones no dominadas A
Salida : Conjunto A con aptitud DEP en cada solucién
n < |A|
foreach solucién i € A do
‘ Ali].aptitud < 0
end
for m =1 hasta k do
ordena(A,m)
All].aptitud < —oco
Aln].aptitud < —oo

© B Ne oA ® N R

end

10 Calcula la matriz de distancias normalizadas M
11 Encuentra Dyaz ¥ Dmin en M entre soluciones
12 foreach solucion i € A do

13 temp < 0,0

14 foreach solucidn j # i € A do

15 ‘ temp = temp + (M[i][j] = (Dmaz — Dmin))?

16 end

17 temp = t:%’l”

18 Ali].aptitud = Ali].aptitud + \/Temp

19 end

20 foreach solucion i € A do

21 ordena(M][i])

22 for j =k +1 hasta 2 do

23 | Ali).aptitud = Ali].aptitud + ((Dmaz — Dmin)/(M[i][5] + Dmin))
24 end

iy it

25 end

Algorithm 1: Desviacién Espacial Propagada
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Por dltimo las lineas 22 a 27 penalizan la cercanfa de las k soluciones més
cercanas a cada solucién ¢ del conjunto, facilitando la propagacién en cada dimen-
sién objetivo. Al utilizarse un archivo de soluciones no-dominadas, esta operacién
se realiza sobre el actual frente conocido manteniendo las mejores soluciones no
repetidas respecto al méximo tamano del archivo. A diferencia de la distancia
crowding, se busca minimizar la Desviacién Espacial Propagada. La complejidad
del algoritmo propuesto estd acotada por su operacién mas costosa, el cédlculo
de las desviaciones O(n?) siendo de complejidad polinomial.

3. Anadlisis experimental

Para probar la calidad del estimador de densidad propuesto se ha disenado
un experimento compuesto por algoritmos que utilizan archivo con distancia
crowding, remplazandola por la Desviacién Espacial Propagada, y se ha realizado
una comparativa de las dos versiones de los algoritmos al resolver un conjunto
de problemas de prueba de tres objetivos.

A continuacién se detallan los problemas utilizados, los algoritmos que se
han seleccionado y la metodologia experimental que se ha seguido.

3.1. Problemas

Como bancos de prueba para evaluar la solucién que proponemos hemos
elegido las familias de problemas conocidas como DTLZ [3] y WFG [6], que
constan de 7 y 9 problemas respectivamente. En conjunto abarcan problemas
de diferentes caracteristicas: frentes convexos, concavos, lineales, particionados,
degenerados (frentes con menor dimensién que el nimero de objetivos), etc.

Todos los problemas son escalables en el niimero de objetivos, por lo que en
nuestro estudio se han usado sus variantes con tres objetivos, manteniendo el
nimero de variables con los valores propuestos originalmente.

3.2. Algoritmos

Los algoritmos seleccionados para la experimentacién son SMPSO [9] y MO-
Cell [10], que se describen brevemente a continuacion.

SMPSO (Speed-constrained Multi-objective PSO) es un PSO multi-objetivo
cuya principal caracteristica es el uso de una estrategia para limitar la velocidad
de las particulas con el fin de mantener la posicién de las particulas en rangos
razonables cuando la velocidad de las particulas es demasiado elevada. Incluye
un operador de mutacién polinomial que actia a modo de turbulencia y que se
aplica un porcentaje de las particulas. Por ultimo, incluye un archivo externo
que se usa para almacenar las soluciones no-dominadas que se van encontrando
y para la seleccién de lideres.

MOCell (Multi-Objective Cellular genetic algorithm) es un algoritmo evo-
lutivo celular, por lo que tiene de estructura poblacional basada en malla y la
seleccion de individuos se hace dentro de una estructura de vecindario que puede
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tener diversas topologias; en MOCell la malla es cuadrada y el vecindario de una
solucién estd compuesto de todas aquellas soluciones que estd a distancia 1 en
la malla. Al igual que SMPSO, MOCell usa un archivo basado en crowding que
usa ademds para la seleccién de soluciones para la recombinacién: una se toma
del vecindario y otra del archivo.

Ambos algoritmos han mostrado en varios trabajos ser competitivos en pro-
blemas 2D, tanto de bancos de prueba como en problemas reales, como SMPSO
al abordar problemas de acoplamiento molecular (protein docking) [5] y MOCell
al resolver problemas de diseno de estructuras civiles [14]. Sin embargo, tienen
dificultades para conseguir frentes con buena diversidad en problemas 3D.

Las versiones de estos algoritmos con Desviacién Espacial Propagada se han
denominado MOCell-DEP y SMPSO-DEP. Para la implementacién tanto de los
algoritmos como los problemas de prueba se utilizé jMetal 5 [11].

3.3. Metodologia Experimental

Para comparar los algoritmos se han llevado a cabo 50 ejecuciones indepen-
dientes por configuracién y se han aplicado tres indicadores de calidad para
determinar el grado de convergencia y diversidad de los frentes obtenidos. En
concreto, se ha usado el indicador Epsilon aditivo [16], el denominado spread ge-
neralizado (8] y el hipervolumen [15]; el primero mide convergencia, el segundo
diversidad, y el tercero tiene en cuenta ambas propiedades.

Las siguientes tablas de resultados incluyen las medianas y rangos inter-
cuartilicos de los valores de los indicadores. En ellas los mejores resultados se
destacan con un fondo gris. Se ha usado el test de suma de rangos de Wilcoxon
con un nivel de significancia estadistica del 95 %, mostrdndose un tridngulo ne-
gro A cuando algoritmo original es significativamente mejor que su variante con
el esquema propuesto es, un tridngulo blanco V cuando sucede contrario, y el
simbolo - cuando las diferencias no son significativas.

Los algoritmos han sido configurados con los valores por defecto habituales.
El tamano del enjambre en SMPSO y de la malla en MOCell es de 100 individuos,
y los archivos en ambos tienen 100 soluciones. La condicién de parada es llevar
a cabo 50,000 evaluaciones.

4. Resultados

Los resultados obtenidos al aplicar cada una de las métricas a los frentes
obtenidos por los algoritmos se muestran en la Tabla 1. Comenzamos discutiendo
los resultados segiin el hipervolumen. Si nos fijamos en MOCell, la versién DEP
ha mejorado a la original en 12 de los 17 problemas abordados. Los valores
obtenidos en los problemas DTLZ3 y DTLZ6 indican que MOCell ha sido incapaz
de encontrar soluciones que dominen al punto de referencia usado para calcular
el hipervolumen. Podemos observar que todas las diferencias son significativas
de acuerdo al test de Wilcoxon. En el caso de SMPSO, la versién DEP consigue
mejorar a la original también en 12 problemas, siendo también significativas
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Tabla 1. Resultados experimentales

Hipervolumen: Mediana y rango intercuartilico

Problema MOCell MOCell-DEP SMPSO SMPSO-DEP

DTLZ1-3D|7,63¢ — 011,002 |7,84€ — 013,7¢—03V | 7,36¢ — O1s,0c—03 [7,72¢ — Ol3,40—03V
DTLZ2.3D|3,78¢ — 017,003 |4,07€ — 013,3c 03V | 3,58¢ — 01s,7c 03 |3,88e — 015,3.—03V
DTLZ3.3D|0,00e + 000.0¢-+00 |0,00€ + 007,ge—02—|3,53¢ — 011,702 |3,88¢ — Olg 10— 03V
DTLZ4-3D|3,76¢ — 017,5. 03 |4,03¢ = 014,10 03V |3,63¢ — 01s 503 |3,85¢ — 014,303V
DTLZ5.3D |9,39 — 026.3c—05 | 9,29 — 022,204 A |9,39€ — 027,205 |9,27¢ — 024,0c—04 4
DTLZ6-3D|0,00¢ + 000,0¢-+00 |0,00¢ + 000.0e+00— |9,49¢ — 024,405 |9,37¢ — 023, 7c—04 &
DTLZ7-3D|2,81e — Olg,sc—03 | 2,966 — 013,903V |2,78¢ — 017,603 |2,99¢ — 012,703V
WFG1.3D |8,90e — 01.5¢— 03 |8,96€ — 017,30 037 |1,17¢ — 011,802 |9,28¢ — 022,60 02 4
WFG2.3D |8,98¢ — 014,903 |9,16€ — 011,2.—037 |8,83¢ — 015,6¢—03 |9,09¢ — 011 9e—03V
WFG3.3D |3,17e — 012,50 —03|3,00¢ — 014 6034 |3,01e — 015 5c—03 |2,75¢ — 017.9c o34
WFQ4.3D |3,78¢ — 0155003 |4,07¢ — 011,8¢ 037 |3,27¢ — 0ls,7c—03 |3,58¢ — 014 6e—03V
WFQ5.3D |3,53¢ — 017,503 |3,78¢ — 011,00 03V |3,41¢ — 015,50 —03 |3,68¢ — 013 10—03V
WFG6.3D |3,79¢ — 011 3002 [4,08¢ — 0ls.5¢ 03V |3,47¢ — 011.2¢ 02 |3,87¢ — 015 6e—03V
WFGT7.3D |3,73¢ — 016,103 |4,01e — 012,7c—03 7 |3,42¢ — 011, 1c—02 |3,80€ — 01g,0e—03V
WFG8.3D | 2,44 — 0157003 | 2,62 — 01,4003V |2,33¢ — 01s. 5003 |2,62€ — 0175003V
WFG9.3D |3,65¢ — 011.0c—02|3,96€ — 01100027 |3,55¢ — 01g.sc—03 |3,83¢ — 013 9¢—03V

Epsilon: Mediana y rango intercuartilico
Problema MOCell MOCell-DEP SMPSO SMPSO-DEP

DTLZI_3D|1,0d¢ — 014,6c—02|6,58¢ — 027,003V | 1,17¢ — 015 503 7,866 — 025 803V
1,19¢ — 012.7¢—02 | 7,32¢ — 026,0¢—03V | 1,32¢ — 011.9¢ 02 |8,87¢ — 026.6¢—03V
1,45¢ + 009, 6c—01 |1,31e + 001,8e+00— | 1,42¢ — Ola,5c 02 |8,87e — 029,403V
DTLZ43D|1,17¢ — 0l2,6¢—02 | 6,76€ — 029.7¢ 03V | 1,15¢ — 012,602 |8,26¢ — 028 8¢— 03V
DTLZ5-3D|5,86¢ — 030.6e—04 | 1,16¢ — 021.5c—03 A |5,42¢ — 032,6e—04 |1, 14e — 022 2034
DTLZ6.3D|7,42e — O11,4c—01 |7,11e — 013,20 01— |5,19¢ — 033,6c—04 |1,19¢ — 022 3c_034
DTLZ7-3D|1,08¢ — 014 3¢—02 | 6,25¢ — 029.0¢ 037 | 1,34 — 014,402 |5,84€ — 025.06—03V
WFG1.3D |1,61e — 011,2c—02 | 1,60€ — 011.0c—02V |7,30€ — 019 1c—o3 | 7.48¢ — 01300024
WFG2.3D |1,08¢ — 011 4002 | 6,04 — 025, 7¢ 03V | 1,07 — 011.2¢ 02 [6,29¢ — 028 5¢— 03V
WFA3.3D |6,69¢ — 022/0¢—02 | 5,24¢ — 027,7¢ 03V | 1,11¢ — 012,202 |7,69¢ — 021 202V
WFG4.3D |1,18¢ — 011,6c—02 | 7:60€ — 025 8c—03V | L,41le — 011 7c_o2 [9,78¢ — 020,2c—03V
WFG5.3D 1,31 — 0123002 8,70 — 026,8¢ 03V | 1,36¢ — 011,902 |1,03¢ — 016.7¢—05V
WFQ6.3D |1,20e — 012,6¢—02 | 7,96¢ — 025,0¢—03V | 1,28¢ — 011,7¢—02 |8,90e — 027,1—03V
WFG7.3D |1,18¢ — 0121002 |8,00e — 026,4¢ 037 | 1,34 — 012,202 [8,84¢ — 027, 10— 03V
WFG8.3D |2,70e — 015 4c—02 | 2,53¢ — 01g,8¢—027 | 2,78¢ — 012,002 |2,41e — 013 7—02V
WFG9.3D |1,16e — 01 sc—_o2 | 7:84¢ — 025 2._03V | 1,27¢ — 012 502 |8,11e — 027.0c—03V

°

°

Spread Generalizado: Mediana y rango intercuartilico

Problema MOCell MOCell-DEP SMPSO SMPSO-DEP
DTLZI-3D[4,23¢ — 01g,1c—01 | 1,056 — 011,6¢400V |3,74€ — Olq 502 |1,01€ — 011 5.2V
DTLZ2.3D|4,32¢ — 015.0¢—02|1,23¢ — 012 50027 |3,97¢ — 013 6¢—02 |1,32¢ — 011 ge—02 ¥
DTLZ3-3D|9,53¢ — 011 8¢ 01 |8,79% — 013 30017 |4,00¢ — 016 4¢—02|1,29¢ — 0119002V
DTLZ4.3D |4,32¢ — 015 2. 02 |1,14€ — Ola,6¢—02V |4,13¢ — 014 4c—02|1,37e — Ola,2¢ 02V
DTLZ5-3D|1,22¢ — 011.9¢—02|1,73¢ — 012.3c—02 4 |9,66€ — 021 9¢—02|1,46¢ — 012, 7c—024
DTLZ6-3D|6,24e — 014,502 |3,88¢ — 01g,4c—027 |9,94€ — 021 5c—02|1,43¢ — 012,002 4
DTLZ7-3D |4,66¢ — 0l 3¢—02 |1,58¢ — 012 ge—02V |4,65¢ — 014.9¢—02 |1,42¢ — 012 ge—02 ¥
WFG1.3D |5,23¢ — 016.3¢—02 [ 1,68¢ — 01250027 |8,13¢ — 012.7¢—02 |6,48¢ — 013 3002V
WFG2.3D |4,63¢ — 017,0c—02|1,52¢ — 013 2¢—02V |4,37e — 017 502 |1,56 — 013, 1c—02V
WFG3.3D |5,31e — 015, 4¢—02 [1,78¢ — 012.0e—02V |5,33¢ — 013,202 |1,88¢ — 012 5e—02V
WFG4.3D |3,70e — 01,10 —02 [1,05¢ — 012,6c—027 |3,60e — 013,702 |1,25¢ — Ol1,7c—02 ¥
WFG5.3D |3,93¢ — 014,20 021,02 — 0136002V |3,54¢ — 0135002 |1,09¢ — 0119002V
WF@6.3D |4,06¢ — 0159002 [1,07¢ — 012,302V |3,97¢ — 014 4¢—02|1,05¢ — 012 5e—02V
WFG7.3D |4,05¢ — 016,5c—02 |1,13e — Ol3.1c—02V |3,85¢ — 015.0c—02 |1,06e — 012 3c—02V
WFG8.3D |4,48¢ — 0172002 [1,41e — 012 7e—02V |4,17¢ — 014 5002 |1,53¢ — 011 ge—02 ¥
WFG9.3D | 3,82¢ — 01,7, _02|1,05¢ — 012.30—027 |3,48¢ — 014 6c—02 |1,06¢ — 011, 6e—02V

todas las diferencias. Hay que reseniar que los frentes de los problemas DTLZ5 y
DLTZ6 son degenerados, lo que implica que son 2D, por lo que en ellos la versién
original de SMPSO consigue mejores valores.
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Figura 1. Frentes con mediana en hipervolumen en los problemas DTLZ1, DTLZ3 y
DTLZ 7 obtenidos por SMPSO (izquierda) y SMPSO-DEP (derecha).

Si prestamos atencién a los valores obtenidos por los indicadores especificos
de convergencia y diversidad los resultados de las versiones que utilizan DEP
son aun superiores a los mostrados para el hipervolumen. El algoritmo MOCell-
DEP mejora a su versién original en todos los problemas menos el DTLZ5 (uno
de los frentes degenerados), tanto para la métrica epsilon como para spread
generalizado. En el caso de SMPSO, la variante que utiliza DEP mejora también
a la original en la mayoria de los problemas para ambas métricas. Como se puede
observar en la tabla, la gran mayoria de las diferencias son significativas.

Para ilustrar las mejoras de calidad en los algoritmos con el nuevo estimador
de densidad, en la Figura 1 mostramos los frentes correspondientes a la media-
na del hipervolumen obtenidos con SMPSO y SMPSO-DEP en los problemas
DTLZ1, DTLZ3 y DTLZ7. Se puede observar claramente la mejora en diversi-
dad que conlleva el uso del archivo DEP propuesto: mientras que en SMPSO
aparecen muchas zonas vacias y la distribucién no es uniforme, la versién DEP
si consigue abarcar todo el frente.
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En Figura 2 se incluyen los frentes obtenidos por MOCell y MOCell-DEP en
los problemas DTLZ1, DTLZ2 y DTLZ7, en la que también se observa la notable
mejora en la diversidad de los frentes producidos al utilizar DEP.

Figura 2. Frentes con mediana en hipervolumen en los problemas DTLZ1, DTLZ2 y
DTLZ 7 obtenidos por MOCell (izquierda) y MOCell-DEP (derecha).

5. Conclusiones y trabajo futuro

En este articulo hemos presentado un nuevo estimador de densidad, denomi-
nado Desviacién Espacial Propagada (DEP), para problemas de tres objetivos.
Para determinar su efectividad lo hemos incorporado a los archivos externos
de dos metaheuristicas, SMPSO y MOCell, que en su configuracién por defecto
usan la distancia de crowding en dichos archivos. Dado que estos algoritmos son
eficaces para problemas de dos dimensiones, nuestro interés ha sido estudiar su
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rendimiento en problemas de tres objetivos, para los que presentan deficiencias
utilizando su archivo original. El estudio de rendimiento se ha basado en resol-
ver los 16 problemas que conforman los bancos de prueba DTLZ y WFG, en su
configuracién con tres objetivos.

Los resultados del estudio experimental llevado a cabo han mostrado que
las versiones de los algoritmos con nuestro estimador de densidad han conse-
guido mejorar notablemente los frentes producidos por los algoritmos originales
en la mayor parte de los casos. La exploracién visual de los frentes obtenidos
ha corroborado que al incluir DEP en los algoritmos se pasa de obtener unas
distribuciones muy pobres a otras muy satisfactorias, en las que las soluciones
estdn uniformemente repartidas.

Podemos concluir por tanto que el uso del estimador Desviacién Espacial
Propagada permite mejorar claramente los resultados de los algoritmos en lo
que respecta a la diversidad de soluciones en el frente.

Como lineas de trabajo futuro se plantea estudiar el rendimiento de nuestro
estimador en problemas con mas de tres objetivos. También resulta muy intere-
sante la posibilidad de aplicar DEP a algoritmos no basados en archivo, como
NSGA-IL.
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