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Resumen Este trabajo se centra en el area del dibujo automaético de
grafos, en la que los algoritmos sitian los vértices y las aristas de un
grafo de un modo que resulte operativo para su manejo. Los métodos
de dibujo de grafos que preservan la disposicién de dibujos anteriores se
denominan incrementales y tienen su campo de aplicacién en las dreas de
planificacién y logistica en las que se realizan actualizaciones frecuentes
de las diferentes tareas como turnos, horarios o inventarios. Proponemos
pues un algoritmo heurfstico basado en la metodologia Bisqueda Dis-
persa para la resolucién de este problema en el contexto de los grafos
jerdrquicos, que sirven para modelar cualquier grafo aciclico dirigido. La
experiencia computacional realizada muestra la eficiencia del algoritmo
y su superioridad frente a propuestas anteriores.

Keywords: dibujado de grafos, biisqueda dispersa, grafo incremental,
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1. Introduccién

La mayoria de los sistemas de informacién complejos requieren de una repre-
sentacion visual de un grafo, de manera que sea sencillo de interpretar. Los grafos
se han convertido en la unidad bésica de modelado en numerosas dreas, como por
ejemplo la gestién de proyectos, la planificacién de produccion, el equilibrado de
lineas, los procesos de negocio o la visualizacién de software. El dibujo de grafos
(graph drawing) es actualmente un drea de investigacién bien establecida, con
numerosas publicaciones, entre la que destacamos la monograffa [1]. De entre
los diferentes criterios responsables de una buena representacién de un grafo,
la minimizacién del nimero de cortes se considera uno de los mds importantes
[2]. En este articulo proponemos un algoritmo heuristico basado en la metodo-
logia de busqueda dispersa para obtener soluciones eficientes a dicho problema
de optimizacién.
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Este trabajo se centra en la representacién de grafos dirigidos aciclicos jerdrqui-
cos (Hierarchical Directed Acyclic Graph - HDAG), también conocidos como
grafos por capas o jerarquias. La representacién de un HDAG se lleva a cabo
estableciendo los vértices en una serie de lineas verticales equiespaciadas deno-
minadas capas, de manera que todos los arcos siguen la misma direccién. El
problema de minimizar el nimero de cortes que se producen en cada capa en
este tipo de grafos es N'P-completo incluso si solo existen dos capas [4]. La Fi-
gura 1 muestra una posible representaciéon de un HDAG dividido en tres capas,
donde la primera capa tiene cuatro vértices y la segunda y tercera presentan tres
vértices cada una.

Figura 1: Representacién de una jerarquia (HDAG) de tres capas.

Cabe destacar que existen numerosos algoritmos para transformar cualquier
grafo dirigido aciclico (Directed Acyclic Graph - DAG) en un HDAG, de manera
que pueda ser representado como tal [6]. Un método estdndar consiste en dis-
poner los vértices en capas, de manera que todas las aristas vayan en el mismo
sentido (de una capa inferior a una superior). Algunos algoritmos minimizan los
cruces y el nimero de aristas que atraviesan varias capas al realizar esta dispo-
sicién. Después, para eliminar las aristas que atraviesan varias capas, crean un
nodo ficticio por cada capa atravesada por la arista, obteniendo un HDAG. Por
lo tanto, el algoritmo propuesto es aplicable a cualquier grafo aciclico dirigido.

La Figura 2 muestra un ejemplo de la transformacién de un DAG a un HDAG.
En concreto, se parte del DAG representado en la Figura 2a con seis vértices y
ocho aristas dirigidas. En la Figura 2b los vértices han quedado dispuestos en
capas, de manera que la primera capa contiene a los vértices 3 y 5, la segunda
capa a los vértices 2 y 4 y, por tltimo, la tercera capa a los vértices 1 y 6. Como se
puede observar, hay dos aristas que atraviesan més de una capa (representadas
con linea discontinua): las aristas (3,1) y (3,6). Para eliminar estas aristas, se
crea un nodo ficticio por cada capa que atraviesan: Fy y F, para las aristas (3,1)
v (3,6), respectivamente.

En este trabajo abordamos el problema del dibujo incremental, que consiste
en afladir unos vértices y aristas a una jerarquia bien representada (con un
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Figura2: Proceso de conversién de un grafo aciclico dirigido (a) a un grafo
jerdrquico (c)

nimero de cortes relativamente bajo). El problema consiste en ubicar los nuevos
vértices de modo que se minimice el nimero total de cortes de las aristas sin
alterar el orden relativo entre los vértices de la jerarquia original.

(a) Grafo original (b) Grafo incremental con  (c) Solucién para el grafo
4 nuevos vértices incremental

Figura 3: Creacién de un grafo incremental y una posible solucién al mismo.

La Figura 3 muestra el proceso de creacién de una jerarquia incremental, asi
como una posible solucién (dibujo) de la misma. En concreto, la Figura 3a mues-
tra un dibujo de la jerarquia original donde se producen dos cortes. La Figura
3b muestra la creacién de la jerarquia incremental, anadiendo cuatro nuevos
vértices (representados con fondo negro) y sus correspondientes aristas (repre-
sentadas con lineas discontinuas). Los nuevos vértices se afladen, inicialmente,
al final de cada capa, resultando en un dibujo con catorce cortes. La Figura 3¢
representa un dibujo diferente (optimizado) de la misma jerarquia, resultante de
la reordenacion de los vértices de cada capa con el objetivo de reducir el ntimero
de cortes totales, obteniendo un total de nueve. Es importante destacar que el
orden relativo de los vértices originales se mantiene.
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Aunque el problema general de minimizar cortes de aristas en jerarquias ha
sido muy estudiado, el problema incremental ha recibido poca atencién. Hasta la
fecha solo conocemos un trabajo [10] para el caso concreto de grafos bipartidos
(jerarquias de dos capas) En ¢l se propone un algoritmo exacto basado en la
ramificacién y poda para el caso bipartido, asi como un método heuristico ba-
sado en GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) para resolver
ejemplos de tamanio grande en tiempos razonables. Nuestro primer objetivo es
extender el algoritmo GRASP presentado en el trabajo previo al caso general de
jerarquias con mas de dos capas. Después proponemos un algoritmo heuristico
basado en bisqueda dispersa para obtener soluciones de mejor calidad para este
problema. Presentamos finalmente una comparativa entre ambos algoritmos.

2. Notacién y definiciones

Se define un grafo jerdrquico H = (V, E, k, L) como un grafo aciclico dirigido
G = (V,E) donde V y E representan el conjunto de vértices y aristas respecti-
vamente, k es el nimero de capas y L(v) : V. — {1,2,...,k} es la funcién que
asigna a cada vértice el nimero de la capa en la que se encuentra. Notar que
V(u,v) € E,L(v) — L(u) = 1. La funcién L define, implicitamente, el conjunto
Li={veV:L(v) =i}, conl<i<k, quellamaremos la capa i de la jerarquia.
De este modo, el conjunto de vértices V' queda particionado como la unién del
conjunto de capas:V = U:C:1 L;.

Dado que las aristas se representan como la linea recta que une dos vértices de
capas consecutivas, un dibujo del grafo queda determinado por una ordenacién
de los vértices de cada capa. Se define pues un dibujo de la jerarquia H como
D = (H,®) donde & = {1, ¢2,...,0k} ¥ @i es la ordenacién (permutacion) de
la capa L;. Es decir, ¢;(v) es la posicién de v en la capa L;.

El problema de optimizacién de minimizar el nimero de cruces en una je-
rarquia puede ser reformulado como el de encontrar las ordenaciones éptimas de
cada capa. En este sentido, podemos hablar del dibujo éptimo D* como aquel
de modo que ningin otro dibujo D de la jerarquia H tiene un nimero menor de
cruces.

Un cruce se produce en la interseccién de dos aristas (u, v), (w,t) € E donde
w,w € L; y v,t € Lit1, y tal que ¢;(u) < ¢;(w) y piy1(v) > @ir1(t) 6 @i(u) >
pi(w) y pit1(v) < it (t)

Dados dos vértices u, w € L;, donde p(u) < p(w), se define K(u,w) como el
numero de cruces que se producen entre las capas L; y L;+1 debido a las aristas
incidentes con ambos vértices (y con sus sucesores). Mds formalmente,

Kww)= Y [FeN@) N L i) <o),
vEN (u)NLjqq

donde N(u) = {v € V: (u,v) € E} es el conjunto de vértices adyacentes a u. De
manera similar, se define Kj,(u, w) como el niimero de cruces que se producen
entre las capas L;_1 y L; con aristas incidentes a u y w (y con sus predecesores).
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Utilizando estas definiciones, el nimero de cruces que se producen entre las
capas i ¢ i + 1 de un dibujo D = (G, ®) se calcula como:

K (D,i) = Z K(u,w).
u,wEL;
pi(u)<pi(w)

El nimero de cortes totales que se producen entre aristas en la solucién se
define como K (D) = Zf;ll K4(D,i). El objetivo de este trabajo es encontrar
aquella solucién D* que minimiza el nimero de cortes entre aristas.

Desde hace més de una década, el método estandar para minimizar el niimero
de cruces en una jerarquia es el denominado algoritmo del baricentro aplica-
do capa a capa [1]. Este algoritmo considera como fijo el orden ; en la capa L;
y determina la ordenacién de la capa L4 aplicando el algoritmo del baricentro.
Este consiste en calcular la posicién de un vértice u € L; 1 como el promedio de
las posiciones de sus adyacentes en L;. Con un “barrido por capas de izquierda
a derecha” se sitiian todos los vértices. El algoritmo aplica ahora el mismo pro-
cedimiento en la direccién contraria (desde la tltima capa hasta la primera). En
este caso, la posicién de un vértice u en la capa L; se calcula como el baricentro
de sus adyacentes en la capa L;+1. El algoritmo se detiene tras varios “barridos
hacia delante y hacia atrds” cuando los vértices ya no cambian de posicién.

A partir de un grafo jerdrquico H = (V, E,k, L), se define un grafo incre-
mental [H = (IV,IE, k, IL) como el grafo jerdrquico resultante de afiadir nuevos
vértices y aristas al grafo original sin modificar el nimero k de capas, de manera
que VCIV,ECIEyIL(w):IV —{1,2,...,k}, con IL(v) = L(v) Vv € V.

Dada una jerarquia incremental /H de una jerarquia H, y un dibujo D de
H, el problema del dibujo de grafos incrementales (Incremental Graph Drawing
Problem, IGDP) consiste en encontrar un dibujo ID de IH de manera que se
minimice el nimero de cruces de aristas, respetando el orden relativo de los
vértices originales de H en cada capa. Notar que el dibujo incremental tiene sus
origenes en la necesidad de respetar la disposicién original del grafo a la vez que
buscamos una buena ubicacién y trazado de los nuevos elementos.

A partir de un dibujo D = (H,®) de la jerarquia H, se define un dibujo incre-
mental ID de la jerarquia IH como ID = (IH,II) donde IT = {my,m2,... 7}, m
es la ordenacién (permutacién) de la capa L; y el orden relativo de los vértices de
H se mantiene en IH. Es decir, para dos vértices u,w € VN L; : ;(v) < pi(w),
se ha de cumplir que m;(v) < m(w).

3. Bisqueda Dispersa

Busqueda Dispersa [9] es una metaheuristica poblacional que consta de cinco
procedimientos principales con el objetivo de construir, mantener y transformar
una poblacién de soluciones. La Figura 4 presenta el esquema cldsico de un
algoritmo que implementa biisqueda dispersa.

El algoritmo comienza con la generacién de un conjunto de soluciones diver-
sas (Seccién 3.1), las cuales se someterdn al método de mejora descrito en la
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Generacion de Método
soluciones diversas de mejora

Combinacié Actualizacion
de soluciones del RefSet

Generacion
de subconjuntos

RefSet

Figura4: Esquema de la metodologia Buisqueda Dispersa

Seccién 3.2. El tamano del conjunto inicial de soluciones P es un pardmetro del
algoritmo, aunque en este disefio preliminar consideraremos que es igual a 100.
A continuacién, se crea el conjunto de referencia (RefSet) con un tamano prede-
terminado b, igual a 10, que contiene a las mejores y més diversas soluciones de
entre las generadas en el paso anterior. Cabe destacar que la seleccién de las so-
luciones més diversas es un problema N P-dificil en sf mismo, por lo que se suele
llevar a cabo de manera heuristica. En el algoritmo propuesto se seleccionan en
primer lugar las b/2 mejores soluciones y se incluyen en el RefSet. Para completar
el RefSet se elige, en cada iteracién, la solucién mas diversa del conjunto inicial
con respecto al RefSet, que serd aquella que presente una distancia méxima con
respecto a las soluciones ya presentes en el RefSet. Una solucién para el IGDP
se representa como la ordenacién de cada una de las capas de la jerarquia, por lo
que definimos la distancia entre dos soluciones como el niimero de elementos que
ocupan posiciones diferentes en cada una de las capas. La distancia respecto al
RefSet se define como la minima distancia entre la solucién candidata a entrar
y el resto de soluciones del RefSet. El resultado de esta etapa es un conjunto de
referencia con un total de b soluciones.

A continuacidn, el algoritmo aplica el método de generacién de subconjuntos.
Este método genera todos los pares de soluciones pertenecientes al RefSet que
no hayan sido combinadas con anterioridad. Entonces, a cada par se le aplica
el método de combinacién descrito en la Seccién 3.3, y a la solucién resultante,
el método de mejora. La solucién mejorada pasa a ser una candidata a entrar
en RefSet. Una solucién entrard en RefSet si y solo si presenta una calidad
superior a la peor solucién del RefSet actual. En ese caso, sustituird a la solucién
del RefSet con la que guarde la minima distancia de entre aquellas soluciones
de peor calidad. En caso de reemplazar una o mds soluciones del RefSet, el
algoritmo continua aplicando el método de combinacién entre aquellos pares
de soluciones no combinados durante la ejecucién. El método que presentamos
finaliza cuando no se ha producido ningin cambio en RefSet tras aplicar el
método de combinacién y evaluar todas las posibles soluciones candidatas.
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De los cinco métodos que constituyen el algoritmo bisqueda dispersa, dos de
ellos, la construccién de subconjuntos del RefSet y la actualizacion del RefSet
los hemos implementado segin el disefio estdndar. Esto es, nos limitamos a
considerar todas las parejas del RefSet no combinadas anteriormente, y entran
en el RefSet las nuevas soluciones segtin su calidad. Los otros tres métodos
restantes que definen la metodologia se describen a continuacion.

3.1. Meétodo constructivo

El método de generacién de soluciones diversas propuesto se basa en la meto-
dologia GRASP [3]. Inicialmente se considera que los vértices del grafo original,
V, estan situados segin la ordenacién del dibujo original D. A continuacién, se
anaden los vértices de IV '\ V, siguiendo como criterio voraz el grado del vértice
candidato con respecto a los vértices ya incluidos en el dibujo. Es decir, se se-
lecciona, al azar, un vértice de una lista de candidatos restringida formada por
aquellos cuyo grado supere un umbral definido como gmaz — @+ (Gmaz — Jmin),
donde gmin ¥ gmas son el grado minimo y maximo, respectivamente, y o € [0, 1]
es un pardmetro que controla la voracidad / aleatoriedad del método. El vértice
seleccionado se coloca en la posicién correspondiente a su baricentro.

3.2. Método de mejora

En esta seccién se describe el método de mejora propuesto dentro del marco
de la bisqueda dispersa. La busqueda local itera sobre cada una de las capas
en orden lexicografico y, dentro de cada capa, se examinan los vértices en el
orden del dibujo o solucién actual. Para cada capa i y cada vértice v, el método
calcula el nimero de cortes que se producirian si éste se insertara en la posicién
anterior, m;(v) — 1, y en la siguiente, 7;(v) + 1, a la actual. A continuacién se
lleva a cabo el mejor de los dos movimientos evaluados, siempre y cuando éste
produzca una mejora en el valor de la funcién objetivo de la solucién actual. Si
durante la exploracién de las capas hemos realizado algun movimiento de mejora,
el algoritmo comienza de nuevo, hasta que no se encuentre ningiin movimiento
capaz de mejorar la solucién actual.

3.3. Msétodo de combinacién

Nuestro método de combinacién se basa en la metodologia Path Relinking
(PR) [5], originalmente propuesta en el contexto de Tabu Search. Se basa en
explorar trayectorias que conectan soluciones de alta calidad, generando en el
camino soluciones intermedias que podrian superar a la mejor solucién encon-
trada en la busqueda. PR puede considerarse como una generalizacién de los
métodos clasicos de combinacidn, en el sentido de que a partir de dos soluciones
genera un conjunto de soluciones intermedias.

Dadas dos soluciones ID y ID,, Path Relinking comienza desde la solucién
inicial ID, y la transforma gradualmente hasta obtener la solucién guia, ID,. La
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transformacién se lleva a cabo a través de movimientos que introducen en IDg
elementos presentes en ID,. Se propone como movimiento para la generacién
de soluciones intermedias la copia de una capa completa de ID, sobre ID,. El
algoritmo genera la primera solucién intermedia, ID;, copiando sobre ID; la
primera capa de ID,. A continuacién, se copiard la segunda capa de ID, sobre
IDL, generando la solucién IDg y asl sucesivamente, hasta generar la solucién
ID):’1 en k—1 pasos, que compartird con ID, las ordenaciones de todas las capas
salvo la ltima. El algoritmo devolverd la mejor solucién intermedia encontrada
durante la generacién del camino.

Tal y como se ha documentado en aplicaciones previas de Path Relinking
[8], es posible que las soluciones intermedias no mejoren a las soluciones que
las originaron; sin embargo, pueden ser un punto de partida excelente para la
exploracién de un drea prometedora del espacio de soluciones. Por ello, se re-
comienda la aplicacién de algin tipo de busqueda local. Notar, sin embargo,
que la aplicacién de la bisqueda local a todas las soluciones intermedias serfa
computacionalmente muy costosa y podria producir 6ptimos locales repetidos.
Por ello, limitamos la aplicacién de la busqueda local a la mejor solucién del
camino.

4. Resultados experimentales

En esta seccién se presentan los resultados experimentales obtenidos durante
el desarrollo del trabajo. Todos los experimentos se han ejecutado sobre un Intel
Core i7 920 (2.67 GHz) con 8 GB de RAM. Hemos generado un conjunto de
instancias originales baséndonos en el método propuesto en [7], utilizando un
nimero de capas en el rango {2,6,13,20} y variando la densidad del grafo en el
rango {6.5%,17.5%, 30 %}.

Una vez generadas las instancias originales, hemos situado sus vértices dentro
de cada capa aplicando sucesivamente el algoritmo del baricentro hasta no poder
reducir més el nimero de cortes de aristas. Después, hemos anadido un conjunto
de vértices y aristas para obtener el grafo incremental que constituye la instancia
final sobre la que aplicaremos nuestro algoritmo. En concreto, el porcentaje de
vértices y aristas anadidos al grafo original ha sido de 20 % y 60 %.

Ademéds, el nimero de vértices en cada capa se elige de manera aleatoria en
el rango [5,30]. Para cada combinacién de valores de los pardmetros anteriores
se ha creado una instancia, generando un total de 24 instancias. La Tabla 1
muestra los resultados obtenidos por los diferentes métodos analizados sobre
este conjunto. En concreto, P representa a la mejor solucién obtenida en el
conjunto inicial (es decir, realizando inicamente 100 construcciones, sin aplicar
el método de mejora); RefSet representa la mejor solucién contenida en el RefSet
inicial, tras el método de mejora; y SS representa la mejor solucién obtenida al
finalizar la ejecucién del algoritmo de bisqueda dispersa completo.

Tal y como se ha descrito en la introduccién, el mejor método heuristico pre-
vio encontrado en la literatura es un algoritmo GRASP [10], que se compone de
un método constructivo aleatorizado y una busqueda local, ambos basados en
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el algoritmo del baricentro. Los resultados del método constructivo se muestran
en la columna Const. previo mientras que los del algoritmo completo (construc-
tivo junto con la busqueda local) se presentan en la columna GRASP previo.
Siguiendo las instrucciones de los autores, el algoritmo previo se ha ejecutado
hasta completar un total de 100 construcciones junto con 100 mejoras. Hemos
tratado de equiparar el tiempo de ejecucién del SS con el del método GRASP
previo.

El conjunto de instancias se ha dividido en funcién del nimero de capas de ca-
da instancia, de manera que hay 6 instancias para cada valor de k = {2,6,13,20}.
De cada método se presenta el promedio de las desviaciones respecto a los me-
jores valores conocidos. Ademés, se introducen dos filas adicionales en la Tabla
1 que contienen la desviacién promedia sobre las 24 instancias, Desv. (%), y el
tiempo de ejecucién medio, Tiempo (s) del algoritmo sobre el total de instancias.

Tabla 1: Comparativa de los resultados obtenidos por el método propuesto (SS)
y el mejor algoritmo del estado del arte (GRASP previo), con sus respectivos
algoritmos constructivos.

k P RefSet SS Const. previo GRASP previo

2 7485 051 000  174.07 91.91
Desv. (%) & 4166 091 000 4809 23.50
13 2560 3.59 0.00  37.34 21.39
20 19.05 205 0.00  38.93 22.20
Desv. (%) 1029 176 0.00 7461 39.75
Tiempo (s) 015 036 1.83 0.31 16.09

Como se puede observar, la biisqueda dispersa se sitiia como el mejor método
de entre todos los evaluados, con una desviacién del 0%, lo que significa que
siempre encuentra la mejor solucién conocida. Ademds, cabe destacar que el
método constructivo propuesto supera los resultados obtenidos por el método
constructivo previo (40.29 % frente a 74.61 %), necesitando la mitad del tiempo
de ejecucion (0.15 frente a 0.31 segundos). El algoritmo GRASP previo tiene una
desviacién de 39.75 %, necesitando un tiempo de computacién 8 veces mayor que
el resto. También es relevante mencionar que el tiempo de ejecucion es en todos
los casos muy reducido, incluso para las instancias mds grandes (20 capas de
vértices).

Para comprobar estadisticamente que los resultados son significativos, se han
utilizado tests no paramétricos. En concreto, se ha utilizado el test de Friedman
sobre los resultados de todos los algoritmos, resultando en un p-valor inferior
a 0.0001, lo que indica que existen diferencias significativas entre los métodos
considerados. Adicionalmente consideramos una prueba no paramétrica para dos
muestras emparejadas (test de los signos) que confirma, con un p-valor inferior a
0.0001, la superioridad de nuestra propuesta frente a las propuestas anteriores.
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5. Conclusiones

En este trabajo hemos abordado el problema incremental del dibujo de gra-
fos, en el que reducimos el nimero de cortes de las aristas anadidas a un grafo
ya dibujado. Hemos aplicado la metodologia de busqueda dispersa para disefiar
un algoritmo de resolucién del problema, proponiendo un disenio bésico que es
capaz de obtener soluciones competitivas en tiempos muy pequefios. En concre-
to, proponemos un método constructivo basado en el baricentro, una biisqueda
local basada en un intercambio en posiciones consecutivas, y un método de com-
binacién basado en Path Relinking. El algoritmo resultante mejora el algoritmo
GRASP previamente publicado tanto en calidad de la solucién encontrada como
en tiempos de computacién.
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