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Resumen

GeoGebra es un software de matematicas dinamicas para todos los niveles educativos que
reline geometria, algebra, hoja de calculo, graficos, estadistica y calculo en un solo programa
facil de usar. Este estudio se centra en como este recurso puede usarse para mejorar la en-
sefianza en STEM, mediante una propuesta didactica que sige una metodologia de Context-
Based Approach, donde el contexto es una necesidad real de una empresa que se puede llevar
a las aula de Ingenierias para implementar buenas practicas en la ensefianza STEM. El proposi-
to concreto es que, a partir de las observaciones puntuales, necesitamos mostrar informacion
sobre la densidad y altura de las nubes. Para ello debemos calcular los puntos que definen una
zona de nubes y encontrar una representacion poligonal de la superficie que ocupa.

STEM, GEOGEBRA, REPRESENTACION, POLIGONOS

Abstract

GeoGebra is a dynamic math software for all educational levels that brings together geome-
try, algebra, spreadsheet, graphs, statistics and calculus into one easy-to-use program. This
study focuses on how this resource can be used to improve the teaching of STEM in Engi-
neering training, through a didactic proposal that follows a Context-Based Approach method-
ology, where the context is a real need for a company that can be translated to the Engineering
classroom to implement good practices in STEM teaching. The specific purpose is that, based
on specific observations, we need to show information about the density and height of clouds.
For this we must calculate the points that define a area of clouds and find a polygonal repre-
sentation of the surface that it occupies.
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El ObJ etIVO del proyecto es mejorar los conocimientos y habili-
dades de ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas (STEM) y promover ac-
titudes positivas hacia estas disciplinas. Investigadores de la educacién
centraron su atencién para promover el cambio en las practicas de ensefian-
za para la educacion de grado (Hederson, 2011). La busqueda de “mejores
practicas” en la ensefianza de métodos de ensefanza es debido a la necesi-
dad bien documentada (Fraser, Tobin y McRobbie, 2012) para incrementar el
conocimiento de STEM de los alumnos. Se ha observado (Ritz y Fan, 2015)
que muchos estudiantes estan perdiendo su potencial competitividad para las
empresas basadas en conocimientos debido a sus bajas actuaciones y su aver-
sion a temas STEM. En este trabajo consideraremos, al igual que Lopez
(2011), que las TIC ayudan al docente de Matematicas siendo un inestimable
aliado para conseguir alimentar la pasién por las matematicas en los estu-
diantes y desarrollar las necesarias habilidades de resolucién de problemas.

Trabajos relacionados

A pesar del reconocido potencial de la tecnologia para la ensefanza vy el
aprendizaje, su integracién en la educaciéon en matematicas esta siendo mas
lenta que las expectativas que muchos investigadores y educadores tenian
hace algunas décadas (Lagrange, Artigue, Laborde & Trouche, 2003). El pa-
pel del profesor ha sido reconocido como un factor critico y problematico en
este proceso integrador (Artigue, Drijvers, Lagrange, Mariotti y Ruthven,
2009; Doerry Zangor, 2000; Lagrange y Ozdemir Erdogan, 2009; Monaghan,
2004). Se ha reconocido que la forma en que los profesores abordan el uso
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de la tecnologia tiene importantes consecuencias para los efectos de su uso
en el aula (Kendal y Stacey, 2002). Ademas, los profesores a menudo experi-
mentan dificultades para adaptar sus técnicas de ensefianza a situaciones que
requieran el uso la tecnologia (Monaghan, 2004).

Ademas, los tecndlogos educativos se han replanteado la conceptuali-
zacion del campo como una ciencia. Tecnologia educativa es ante todo un
campo de disefio (Reeves, 2007; Kelly, Lesh, Baek, 2018) que deben derivar
a experimentos para el uso posterior por los profesores y estudiantes en el
modelado iterativo de situaciones de aprendizaje (Hirsch y McDuffie, 2016).
Estas investigaciones ha demostrado que las herramientas tecnolégicas pue-
den involucrar a los estudiantes en aprendizajes auténticos que favorecen el
desarrollo de habilidades basicas y superiores, pero las Naciones Unidas para
la Educacion, la Ciencia y la Cultura (Pant, 2012) advierte gque el éxito de in-
tegrar para integrar efectivamente la tecnologia en lecciones de aula radica
en la capacidad del profesor. La importancia de utilizar la tecnologia en edu-
cacion matematica ha sido destacada por el Consejo Nacional de profesores
de matematicas (NCTM) ya que la tecnologia puede tener un papel crucial en
la enseflanza y aprendizaje de las matematicas: “entornos digitales permiten
a los profesores adaptar sus métodos de instruccion y ensefanza y ser mas
eficaces a las necesidades de sus estudiantes” (NCTM, 2000, p. 24). EINCTM
ha comprobado que los conceptos geométricos requiere consideraciones es-
peciales para que los estudiantes entienden los conceptos y recomiendan
para mejorar la comprensién y mejorar el aprendizaje los Software de Geo-
metria Dindmica (DGS) que ofrecen nuevas herramientas que van mas alla de
los métodos tradicionales, proporcionado acceso construcciones geométricas
y soluciones (Straesser, 2001).

La perspectiva tedrica principal que asumimos en este trabajo es el
enfoque instrumental (Artigue, 2002), que reconoce la complejidad de la tec-
nologia en educacién matematica. Segun este enfoque, el uso de una herra-
mienta tecnoldgica implica un proceso de la génesis instrumental, durante el
cual el objeto o artefacto se convierte en un instrumento. Este instrumento
es un constructo psicolégico, que combina el artefacto y los esquemas para
resolver tareas especificas.

En este sentido se han desarrollado software para facilitar la ensefianza
y el aprendizaje de las Matematicas, como GeoGebra, que se ha convertido
en una herramienta que puede ayudar a los profesores para disefar lecciones
de instruccion efectivas. Se han realizado estudios para estudiar diversos
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aspectos del aprendizaje con GeoGebra que han demostrado la mejora de la
eficacia del aprendizaje. Li (2007) cita que mas de 73% de los alumnos en-
cuentran GeoGebra una tecnologia muy Util para el aprendizaje.

GeoGebra

GeoGebra es aplicacién escrita como software libre, GNU General Public
License, ha sido desarrollada desde 2001 por Markus Hohenwarter, de la Uni-
versidad de Salzburg (Austria). GeoGebra es también una comunidad en ra-
pida expansion, esta traducido a cincuenta y cuatro idiomas y el niumero de
usuarios ha crecido hasta alcanzar los veinte millones en casi todos los paises.
GeoGebra se ha convertido en el proveedor lider de software de matematica
dinamica, apoyando la educacién en ciencias, tecnologia, ingenieria y mate-
maticas (STEM: Science Technology Engineering & Mathematics) y la innova-
cion en la ensefanza y el aprendizaje en todo el mundo. En su corta historia
ya ha obtenido una serie de prestigiosos premios. La Ultima version se puede
descargar desde el sitio web del programa: http://www.geogebra.org

Pertenece a los llamados Sistemas de Geometria Dinamica (DGS, por
sus siglas en inglés). La gran ventaja de GeoGebra (Losada, 2007) reside en
gue abarca caracteristicas de dos tipos de programas matematicos; es decir,
se trata, al mismo tiempo, de un DGS y de un CAS (Sistema de Algebra Com-
putacional, entre los que se encuentran Derive, Mathematica y Matlab). Esto
significa que los comandos pueden ser introducidos de dos maneras, me-
diante el raton (igual que hacemos en los DGS) o mediante el teclado (méto-
do utilizado en los CAS). Por ejemplo, podemos dibujar una recta que pasa
por dos puntos. Para ello, utilizamos la herramienta punto y, pinchando con
el ratdon sobre la gréfica, buscamos el recurso para crear una recta. Otra ma-
nera de mostrar su representacion seria a través de la introduccion de su
ecuacion en el campo de entrada. Los objetos de GeoGebra se consideran di-
namicamente bajo estos dos aspectos: representacion grafica y definicion
analitica.

En sus inicios, GeoGebra se cred con la intencidon de obtener un progra-
ma que combinara la vision geométrica con la algebraica. Comenzé en 2001
como un simple proyecto para un trabajo de investigacion en el campo de la
ensefianza de las matematicas. La intenciéon de Hohenwarter era desarrollar un
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programa que le ayudara a la hora de impartir clase, ya que queria ser pro-
fesor de Matematicas. De hecho, actualmente, es docente de esta asignatu-
ra en la Universidad de Linz. Al principio, el software presentaba varias
limitaciones debido a la imposibilidad de guardar los archivos o de no poder
cambiar el color de las figuras, entre otras dificultades de disefio. Sin embar-
go, ya se encontraban bien delimitada la diferencia entre la vista algebraica y
la geométrica, cuya principal ventaja reside en el cambio automatico de una
de ellas si se realizan modificaciones en la otra. En versiones posteriores se
anadio la hoja de célculo, de manera que, a partir de ese momento, GeoGe-
bra tenfa los tres tipos principales de herramientas matematicas de posible
aplicacion en el ambito docente.

Una de las grandes ventajas de GeoGebra se halla en que su cédigo es
abierto (desde 2003), es decir, lo encontramos disponible para su descarga y
modificacion gratuitamente. Gracias a esto, Hohenwarter y su equipo de des-
arrolladores sigue actualizando y agregando funciones al programa a peticion
de los usuarios. El codigo abierto permite utilizar otros de la misma indole en
la aplicaciéon del software vy, asi, poder implementarlo de manera mas rapida
y eficiente.

También cuenta con un foro, conocido como la Comunidad GeoGebra
o GeoGebratube, en el que los internautas exponen sus dudas y les pueden
responder en el momento. GeoGebratube cuenta, en la actualidad, con se-
tenta mil materiales en linea y tiene millones de visitas. Esta herramienta es
de gran utilidad ya que, si surgen dificultades ante la utilizacién del progra-
ma, los consejos y las directrices de otros usuarios permiten resolverlas prac-
ticamente de forma inmediata. Asimismo, el foro permite crear grupos
privados para mandar archivos que solo puedan ver los miembros del mismo.
Esto puede beneficiar notablemente el trabajo en el aula, ya que los profeso-
res podrian crear una clase en linea donde subir los archivos que necesiten
sus alumnos. Otra gran ventaja de este programa es que, gracias a las ultimas
actualizaciones, se encuentra disponible para otros sistemas como Tablet y
Android. Asi, los alumnos pueden acceder facilmente al software, de manera
gratuita y para utilizarlo en sus dispositivos moviles cuando y donde quieran.

En la Ultima versidon GeoGebra, se ha anadido una vision 3D. Ademas,
se ha perfeccionado la version para web y Tablets y la posibilidad de uso de
GeoGebra en Modo Examen. La pantalla inicial de GeoGebra presenta el as-
pecto que se muestra a continuacion.
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Figura 1. Pantalla inicial de GeoGebra

Permite introducir expresiones matematicas, ademas de las érdenes
para seleccionar distintas funciones, caracteres o comandos. Estos se podran
escoger en los menus desplegables que aparecen a la derecha. Los funciona-
mientos basicos necesarios para su uso se pueden ver en Hohenwarter & Ho-
henwarter (2009).

Metodologia

El principal objetivo es que promover actitudes positivas y mejorar la motiva-
cion hacia STEM ya que estos afectan positivamente a procesos de aprendi-
zaje complejo con efectos a largo plazo sobre la persistencia del interses del
estudiante en estudio de STEM (Savelsbergh, Prins, Rietbergen, Fechner,
Vaessen, Draijer y Bakker, 2016). Desde esta perspectiva, han sido desarrolla-
dos varios enfoques pedagdgicos (Henderson, Beach y Finkelstein, 2011):

- Context-Based Approach: el foco esta en el uso de contextos y aplica-
ciones cientificas/tecnoldgicas/ingenieria y matematicas, los estudiantes
pueden experimentar la pertinencia y la aplicabilidad de los contenidos
de la ciencia;

- Inquiry Based Learning: es decir, presentacién de preguntas o problemas;

- Computer-Based Learning: ensefianza basada en computadora, juegos,
simulacion;
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- Collaborative Learning: por ejemplo, un trabajo basado en el proyecto
o una discusién sobre un objeto especifico);

- Extra-Curricular Activities: actividades fuera del aula ligadas al programa
de escuela, por ejemplo, practicas de campo, viajes, conferencias.

Sin embargo, estas investigaciones no proporcionan evidencias de un
método de ensefianza mas eficaz que otros; las conclusiones de estos trabajos
son gue la innovaciéon representa una linea a seguir y que un enfoque inno-
vador, por si, es suficiente para elevar los estudiantes rendimiento, actitudes
positivas e interés hacia STEM (Bronfenbrenner, 1979).

En concreto, la propuesta que ahora presentamos se concreta una me-
todologia de Context-Based Approach, donde el contexto es un gran proyecto
para desarrollar software dedicado al routing y guiado de aeronaves, que esta
siguiendo desarrollado por Indra SW Lab-Gijén para Indra Navia, filial noruega
de Indra anteriormente conocida como Park Air Systems y adquirida por Indra
en 2012, por lo que éste puede considerarse como un proyecto interno de In-
dra. Esta situacion real de una empresa se puede llevar al aula de Ingenierias
para implementar buenas practicas en la ensefianza STEM.

El propdsito concreto es el guiado de las aeronaves en el aeropuerto, y
tiene como objetivo ayudar a los pilotos con estos movimientos mediante da-
tos y ayudas proporcionadas por los controladores. El objetivo final es: Pro-
porcionar a los pilotos la representacion grafica de los datos meteorologicos,
interpolando de las mediciones puntuales recibidas on-line para tener datos
suficientes y necesarios para el modelado de toda el area a representar.

Diferentes fendmenos meteoroldgicos conllevardn representaciones
gréficas distintas, que se abordaran de forma sucesiva. Ademas de represen-
tar datos relativos a la velocidad y la direccién del viento, se abordara la re-
presentacion de datos relativos a la nubosidad. Se representara la superficie
de las nubes mediante poligonos. La aplicacién tiene en dos partes indepen-
dientes, pero complementarias entre si. Por un lado, la propia aplicaciéon gra-
fica de representacion de los datos meteorolégicos y por otro un simulador
que generara dichos datos y los inyectara para su posterior visualizacion. A
partir de las observaciones puntuales, necesitamos mostrar informacion sobre
la densidad y altura de las nubes. Para ello debemos calcular los puntos que
definen una zona de nubes y encontrar una representacion poligonal de la
superficie que ocupa.
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Resultados

A continuacion se expondra el algoritmo utilizado para el célculo de las nubes
a representar en un momento determinado. Una nube estard definida por
una serie de coordenadas geograficas que determinarén el poligono cuya
area sera la superficie de la nube, la altitud de la nube y su cantidad. Para un
momento en el tiempo se tendran almacenadas un conjunto de observa-
ciones, leidas desde mensajes METAR. Para cada una de ellas se tendran has-
ta cuatro capas de nubes, cada una con una altitud y cantidad que la
caracterice. Por otro lado, las nubes también tendran una representacion tex-
tual, la cual se podra ver, para cada nube representada graficamente sobre el
mapa mediante poligonos, definidos mediante una serie de puntos geografi-
cos que determinaran los vértices del poligono. La problematica aparece al
calcular estos vértices mediante el método expuestos anteriormente, ya que
el orden de la lista resultante de vértices puede ser cualquiera. Si para la re-
presentacion del poligono se unen los vértices en el orden en el que estén en
esta lista, los lados del poligono representado puede que se corten entre si.
Por lo tanto, deben ordenarse adecuadamente los vértices. No importa si el
orden es horario o antihorario y tampoco importa cuél sea el primer vértice
de la lista, el poligono resultante debe el mismo en cualquier caso.

Por ejemplo, en la figura 2 tenemos la lista de vértices sin ordenar ade-
cuadamente y se observa como el poligono resultante tiene lados que se cor-
tan entre si. Sin embargo, si la lista se ordena en sentido horario, el poligono
resultante es correcto.

Figura 2. Poligono con los vértices sin ordenar adecuadamente
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Para la ordenacién adecuada de los vértices se propone utilizar como
punto auxiliar el centro de masas o centroide del poligono, que es el punto en
una figura donde toda la masa actlia como si estuviera concentrada. Dicho de
otra forma, es el punto en el cual podriamos balancear a la figura si la sostu-
viéramos con un dedo. El centro de masas no necesariamente coincide con el
centro geométrico de la figura e incluso puede ubicarse fuera del objeto.

El centroide, también conocido en fisica como centro de gravedad y en
geometria como baricentro, es el caso especial del centro de masas en el que
el objeto tiene su peso uniformemente distribuido.
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Figura 3. Ecuacion del centroide de un poligono
cuyo peso estd distribuido uniformemente

Donde el poligono se define mediante un nimero n (n < 100), que in-
dica la cantidad de puntos del poligono, seguido por n pares Unicos de ente-
ros, que son las componentes x e y de las coordenadas de cada punto. A es
el area del poligono.

Hemos seleccionado un cédigo abierto y libre, escrito en lenguaje Pas-
cal y C, que implementa el algoritmo del calculo del centroide o centro de
masas del poligono, redondeado a tres digitos decimales (Centroide, 2017) y
lo hemos traducido del cédigo en C a C++ para usarlo en nuestro programa.

Una vez obtenido el centroide del poligono, calcularemos el angulo en-
tre la recta que forman cada vértice y el centroide con la recta paralela al eje
de coordenadas horizontal que pasa por el centroide. Para ello utilizaremos la
funciéon arcotangente, como se puede ver en la figura mas abajo. El dominio
del arco tangente esta entre -1/2 y 11/2 radianes, o lo que es lo mismo, entre
-90° y 90°. En el primer cuadrante, arctg (b/a) nos dara el dngulo que busca-
mos. Para el cuarto cuadrante nos dara el &ngulo negativo por lo que le su-
maremos 360° (o 2 1 radianes) para tener su valor dentro del rango de 0° a
360° (de 0 a 2 i radianes). El valor de la funcién arcotangente para un angulo
en el segundo cuadrante es el mismo que para su simétrico respecto al centro
en el cuarto cuadrante. Pasa lo mismo con los dngulos en el tercer cuadrante,
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donde el arcotangente es el mismo que el angulo simétrico en el primero. Por
lo tanto, en ambos casos para conseguir el valor real del angulo entre 0°y
360° tendremos que sumarle 180° (o 7 radianes) al resultado de la funcion
arcotangente. Este calculo del angulo esta ilustrado en la siguiente Figura 4.

90° < a<180°:

b
a=arcg (») +180°
a

180° S a < 270°:

b
a= nrr’y(f) +180°
a

Figura 4. Célculo del &ngulo entre tres puntos

Finalmente, el orden de los vértices del poligono correspondera al or-
den de menor a mayor de los dngulos correspondientes a cada vértice, como
se muestra en la Figura 5.

En Almaraz (2017) se muestra una representacion dinamica propia de
la construccién del poligono correcto el programa matematico GeoGebra.

Figura 5. Ordenacion de los vértices de un poligono
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Conclusiones

Una de las grandes ventajas de este proyecto es que puede ampliarse para
otras situaciones de aprendizaje. Asimismo, las virtudes de GeoGebra lo ha-
cen valido para la ensefianza de las Matematicas en todos sus aspectos, es-
pecialmente para los conceptos geométricos como apoyo visual. Con este
proyecto de innovacidon hemos podido establecer relaciones interdisciplinares
a través de GeoGebra:

- Dibujo técnico. Se realizan poligonos regulares, lineas paralelas y per-
pendiculares, angulos... cuya representacion grafica a través de este
programa puede ser de gran ayuda para la comprensién y representa-
cién de los conceptos.

- Fisica. El programa resulta muy util para representar las funciones y
para que los alumnos puedan observar la grafica de cada una.

En este trabajo hemos realizado una breve presentacién del programa
GeoGebra y tratando las ventajas del mismo en su aplicacién a la ensefanza.
Por extension, también incluimos informacién acerca del uso de las TIC en los
centros, ya que estan cobrando verdadera importancia en las nuevas meto-
dologias docentes. Consideramos que estas son herramientas imprescindibles
en la educacién actual y lo sera, aun mas, en la del futuro.

La modesta investigacion realizada sobre los origenes de GeoGebra,
nos convencieron aun mas de la importancia de su inclusién dentro del aula,
especialmente como soporte y recurso para docentes de las enseflanzas téc-
nicas. No es de extrafar, por tanto, que desde su creacién, el programa no
haya dejado de difundirse por todo el mundo.

Asimismo, la gran cantidad y diversidad de recursos existentes lo
convierten en una herramienta especialmente Util en los cursos ya menciona-
dos. El uso del foro, con que cuenta la pagina oficial del software, GeoGe-
bratube, permite la difusién de todos estos contenidos de forma gratuita. En
nuestra opinion, la existencia de un programa con cédigo abierto, cuyos
usuarios desarrollan numerosos materiales, constituye un elemento con altas
expectativas dentro de la educacion.
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