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PRESENTACION

A Resorucion pe 31 de mayo de 2016, de la Secretaria de Estado de Inves-

tigacién, Desarrollo e Innovacién aprobaba la convocatoria para el ano 2016

del procedimiento de concesién de ayudas correspondientes a las acciones de
dinamizacién Redes de Excelencia, del Programa Estatal de Fomento de la Investi-
gacién Cientifica y Técnica de Excelencia, Subprograma Estatal de Generacién de
Conocimiento, en el marco del Plan Estatal de Investigacién Cientifica y Técnica
y de Innovacién 2013-2016. (BOE, n° 136, de 6 de junio de 2016)". Entre otras
cosas el texto de la convocatoria indicaba lo siguiente

Las Redes de Excelencia son un instrumento de la Administracién para que los
agentes ejecutores de las actividades de I+D+i accedan a la financiacién de sus
actividades y contribuir a la vertebracién del sistema espafiol de Ciencia-Tecno-
logfa-Empresa. En particular para la realizacién de actividades que impliquen el
incremento de los conocimientos cientificos y tecnoldgicos. Estas acciones de
dinamizacién de Redes de Excelencia pretende potenciar la creacién y desarrollo
de redes de investigacién de excelencia que puedan tanto planificar actividades
conjuntas futuras como consolidar resultados de actividades de [+D+I anteriores,
as{ como realizar actividades de promocidn internacional y posicionamiento es-
tratégico.

En particular las acciones de dinamizacién Redes de Excelencia son actividades
para la creacién y desarrollo de redes de grupos de investigacién encaminadas a
mejorar los resultados de investigacién obtenidos mediante acciones financiadas
en convocatorias anteriores del Plan Nacional de I+D+i 2008-2012 y del Plan
Estatal de I+D+1 2013-2016.

' hteps://www.boe.es/diario_boe/txt.php?id=BOE-B-2016-25316.
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Entre las finalidades que determina el apoyo a Redes de Excelencia se indicaba
(Art. 2):

[...] se pretende que los grupos participantes en dichas redes puedan tanto plani-
ficar actividades conjuntas futuras como consolidar resultados de actividades de
[+D+1 anteriores.... La finalidad de estas acciones de dinamizacién es impulsar
la internacionalizacién de las actividades de 1+D y contribuir al avance del co-
nocimiento para afrontar los desafios que la investigacién espafiola tiene en el
contexto del Espacio Europeo de Investigacion.

En el articulo 10 de la Resolucion se definen tres tipos de redes siendo uno de
ellos las Redes Temdticas:

[...] constituidas por investigadores encuadrados en la misma o similar 4rea te-
midtica de conocimiento, algunos de los cuales deberdn haber dirigido o partici-
pado en algtin proyecto de I+D financiado en las convocatorias del Plan Estatal
de I+D+I 2013-2016 o del Plan Nacional de I+D+i 2008-2012.

En este marco legal se constituye la RED8- Educacién Matemdtica y Formacién
de Profesores (RED8-EMyFP; EDU2016-81994-REDT). La Red estd constituida
por 8 grupos de investigacién con sedes en 8 universidades espanolas desarrollando
lineas de investigacién centradas en la formacién de profesores en el dmbito de la
Educacién Matemdtica. Los grupos que conforman la RED8-EMyFP han partici-
pado o estaban liderando proyectos del Plan Estatal de investigacion.

La propuesta cientifica que justifica la RED8-EMyFP se apoya en dreas de ac-
tuacién previa de los diferentes grupos proponentes relativas a la Educacién Mate-
mitica y la Formacién de Profesores que definen tres objetivos:

* Potenciar cauces de intercambio cientifico entre grupos de investigacién
con trayectoria reconocida que permita mejorar el debate cientifico, los re-
ferentes teéricos usados y resultados obtenidos.

* Aumentar y visibilizar el impacto cientifico-técnico de los diferentes grupos
coordinando actuaciones que permitan aumentar la capacidad de liderazgo
internacional.

* Establecer una plataforma que potencie la formacién de investigadores en
Educacién Matemdtica y Formacién de Profesores.

La Red8-EMyFP es un instrumento de coordinacién que tiene como objetivo
mejorar los resultados obtenidos por los diferentes grupos, asi como intercambiar
y potenciar la generacién de conocimiento sobre la formacién de profesores en el
dmbito de la Educacién Matemadtica. Para lograr este objetivo se coordina y favo-
rece la comunicacién entre diferentes perspectivas teéricas y focos especificos de
atencidén a nivel nacional e internacional. Diferentes referencias tedricas han sido
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generadas y usadas durante los tltimos afios a partir de los diferentes proyectos de
investigacién (perspectivas socio-culturales, cognitivas, el papel de la instrumen-
talizacién, enfoque ontosemidtico,...) que subrayan la riqueza de planteamientos
puestos en juego para comprender mejor el dmbito de la Educacién Matemdtica y
la Formacién de Profesores.

Un antecedente relevante en estas actividades de coordinacién y de gestacién
de una red cientifica lo constituye la participacion de los grupos proponentes de
la RED8-EMyFP en las actividades del grupo de trabajo de la Sociedad Espafola
de Investigacién en Educacién Matemdtica-SEIEM- «Conocimiento y Desarrollo
Profesional del Profesor». La participacién en las reuniones anuales y los seminarios
interanuales (desde la constitucién de la Sociedad en 1996) ponen de manifiesto el
interés de los integrantes de los diferentes grupos por mejorar nuestra comprensiéon
del conocimiento profesional de los profesores de matemadticas, y de sus procesos
de aprendizaje y de desarrollo profesional, asi como de la préctica del profesor,
concluyendo reiteradamente en la necesidad de construir espacios de intercambio
y coordinacién.

Al mismo tiempo, la presencia y colaboracién de investigadores del equipo en
el ambito latinoamericano en relacién con la Educacién Matemitica y la Forma-
cién de Profesores durante los tltimos afios incide en la coordinacién que es po-
sible alcanzar a través de un instrumento como la RED8-EMyFP. La creacién de
la RED8-EMyFP ha permitido coordinar estas iniciativas anteriores. Una de las
Acciones definidas para promover los cauces de intercambio entre los grupos de in-
vestigacion es la creacién de un observatorio que recoja y presente de manera coor-
dinada la produccién cientifica en Educacién Matemdtica y la Formacién de Pro-
fesores. Una vertiente de esta accién es la edicién del monogréfico que se presenta
y que organiza y sintetiza parte del conocimiento que se estd generando por los
diferentes grupos de investigacion en relacién a la Educacién Matemitica y la For-
macién de Profesores. Este libro cumple con el objetivo de facilitar el intercambio
y la divulgacién de dicho conocimiento. Ademis, la edicidén de este monogréfico
permite aportar mecanismos para la obtencién de uno de los objetivos previstos en
la RED8-EMyFP: la coordinacién creando sinergias que faciliten la comunicacién
de los diferentes grupos de manera que puedan convertirse en referencia para la
generacion de conocimiento a nivel internacional, y generar referencias accesibles
para la formacién de investigadores en esta temdtica.

El libro Investigacion sobre el profesor de Matemdticas: Prictica de aula, cono-
cimiento, competencia y desarrollo profesional, coordinado por Edelmira Badillo
(Universitat Autonoma de Barcelona), Nuria Climent (Universidad de Huel-
va), Ceneida Ferndndez (Universidad de Alicante), y Marfa Teresa Gonzélez
(Universidad de Salamanca) responde a esta accién de la RED8-EMy FP y a la
idea de visibilizar diferentes aportaciones en relacién con la investigacién sobre
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la formacién de profesores de Matemdticas. Este libro presenta una panordmica de
investigaciones con el foco en el profesor de Matemdticas desde distintas perspec-
tivas teéricas y metodoldgicas. Los focos desarrollados en los diferentes capitulos
consideran al profesor como aprendiz y como profesional reflexivo. El libro estd
organizado en cuatro secciones:

* La prictica del aula.
* El conocimiento del profesor.
* Aprendizaje del profesor: Desarrollo de competencias.

* Desarrollo profesional y dominio afectivo.

Cada una de estas secciones refleja diferentes aproximaciones conceptuales, me-
todoldgicas y focos de atencidn desarrollados por los diferentes grupos de investi-
gacion.

La primera seccidn presenta investigaciones centradas en e/ andlisis de la prictica
de aula en las que se desarrollan diversos focos del andlisis de la practica profesional
del profesor de matematicas. El primer capitulo, aborda el papel del profesor y
de su discurso en clase desde las herramientas que ofrece la perspectiva social. El
segundo capitulo se centra en el andlisis de la préctica del profesor de matemadticas
desde el Enfoque Ontosemidtico (EOS). En el capitulo tres se ejemplifica el uso
de las herramientas del modelo del Conocimiento Especializado del Profesor de
Matemiticas (MTSK en sus siglas en inglés) para el andlisis del conocimiento del
profesor de matemdticas como un medio para comprender su practica. Finalmen-
te, se cierra esta parte con una visién general de la investigacién sobre la préctica
profesional, identificando lineas de investigacién emergentes.

La segunda seccidn recoge las aportaciones relativas al conocimiento del profe-
sor, su conceptualizacién, su relacién a la nocién de competencia docente y cémo
es posible articularlo en las diferentes propuestas formativas. Esta seccién estd for-
mada por cuatro capitulos en los que se describen diferentes aproximaciones al
estudio del conocimiento que poseen estudiantes para profesor y el conocimiento
que se considera deseable para la ensenanza de la matemdtica en Educacién Prima-
ria. Se complementa con una caracterizacién del papel de dicho conocimiento en
el desarrollo de la competencia docente «mirar profesionalmente». Estos capitulos
abordan la conceptualizacién del conocimiento del profesor tanto desde modelos
cognitivos como desde perspectivas socioculturales. Se estudia el conocimiento re-
ferido a ideas transversales de la matemdtica, a la prictica matemadtica de definir
y a contenidos matemdticos base. Los diferentes dominios de conocimiento del
profesor pertinentes para la tarea de ensefar matemdticas se consideran ejes para
desarrollar la competencia profesional. Esta seccién se cierra con una visién general
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de la investigacién internacional sobre el conocimiento del profesor, identificando
lineas de investigacién emergentes.

El foco de la tercera seccién es el aprendizaje del profesor y el desarrollo de
competencias docentes. El primer capitulo analiza el desarrollo de la competencia
mirar profesionalmente el pensamiento matemadtico de los nifios en estudiantes
para maestro de educacién infantil. En el segundo capitulo se analiza el desarrollo
de la competencia de andlisis desde la perspectiva ontosemidtica. El tercer capitulo
describe el diseno y fundamentacién de un programa de formacién para profesores
en ejercicio desde la perspectiva del desarrollo de la competencia profesional. Por
tltimo, el cuarto capitulo analiza el desarrollo de la competencia digital en futuros
profesores de matematicas de educacidn secundaria a través del disefio de una uni-
dad did4ctica y su andlisis a través de criterios de idoneidad diddctica. Se cierra con
una visién general de la investigacién internacional sobre el aprendizaje del profe-
sor y desarrollo de competencias, identificando lineas de investigacién emergentes.

La cuarta seccién presenta investigaciones centradas en el desarrollo profesional
del profesor desde tres perspectivas (reflexién, evaluacién y uso de las nuevas tecno-
logias) y en el dominio afectivo. Los contextos de estos estudios son tanto la forma-
cién inicial de maestros y profesores de matemdticas de secundaria como contextos
de desarrollo profesional. El primer capitulo aborda los procesos de reflexiéon de
los profesores a partir de problemas de investigacién en un curso de desarrollo
profesional. El segundo capitulo se centra en las perspectivas sobre la evaluacién
de proyectos estadisticos de estudiantes para maestro. En el tercero se plantea el
diseno de una propuesta de formacion de profesores de secundaria utilizando el
modelo MUST para generar situaciones y analizando el aporte de la tecnologia a la
resolucion de problemas de matematicas. El cuarto se centra en el andlisis de los as-
pectos afectivos como elemento del conocimiento profesional del profesor ligados
a la ensefianza-aprendizaje de las matemiticas determinando elementos tedricos y
metodolégicos. Finalmente, el quinto capitulo considera las concepciones de los
profesores sobre la prueba y su influencia en la ensefianza desarrollada.

El contenido del libro recoge, en parte, el trabajo colaborativo de los inves-
tigadores pertenecientes al proyecto RED8-EMyFP (EDU2016-81994-REDT),
financiado por el Ministerio de Economfa, Industria y Competitividad, de Espa-
fia. A los miembros de esta red se han unido expertos en la investigacion sobre el
profesor de matemdticas tanto nacionales como de otros paises. Los diecinueve
capitulos de este libro estdn escritos por 60 investigadores de diferentes paises.
Asi, en diez capitulos ademds de los autores espafioles participan investigadores de
Latinoamérica (Chile, Brasil, México, Colombia, Portugal y Costa Rica). Ademis,
los capitulos centrados en ofrecer una panordmica de investigacion internacional
identificado lineas emergentes, en las distintas secciones del libro, han sido reali-
zados por autores de reconocido prestigio internacional como Leonor Camargo
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(Universidad Pedagégica Nacional, Colombia), Olimpia Figueras (Cinvestav, Mé-
xico) y Alicia Avila (Universidad Pedagégica Nacional, México).

Este libro, al mostrar una amplia diversidad de investigaciones sobre el profesor
de matemdticas, puede ser de interés para investigadores, tanto expertos como en
formacidn, profesores de matemdticas, formadores de profesores y personas intere-
sadas en general en la Educacién Matemdtica. Puede ser material de consulta para
estudiantes de los mésteres de Investigacién en Educacién Matemdtica y de los
programas de doctorado.

Salvador LLINARES
Coordinador de la RED8-EMyFP
EDU2016-81994-REDT



LA PRACTICA DE AULA
THE CLASSROOM PRACTICE

Babirro, E.

Universitat Autonoma de Barcelona

A INVESTIGACION sobre el profesor centrada en el andlisis de la prictica ha

sido foco de discusion en las tltimas décadas (Lin y Rowland, 2016). Esto

se ve en el creciente ndimero de articulos en revistas indexadas centradas en
la investigacién sobre el profesor como, Journal of Mathematics Teacher Education
o Journal for Research in Mathematics Education. Igualmente, se constata el incre-
mento de espacios de discusién sobre la prictica docente, concretamente el Grupo
de trabajo 19, Mathematics Teaching and Teacher Practice(s), consolidado desde el
CERME 9 y focos de trabajo dedicados a esta linea de investigacion, particular-
mente en el PME (Lin y Rowland, 2016). La variedad de aproximaciones en esta
linea de investigacion ha puesto de manifiesto que la nocién de prictica es quizds
incluso mds problemadtica que la nocién de conocimiento y requiere una discusién
epistemoldgica que todavia estd en curso (Ponte, 2011).

Son muchos los interrogantes que se pueden considerar cuando el foco de in-
vestigacion es la prdctica del profesor de matemadticas, por ejemplo, ;Cudl es la
naturaleza de esta practica? ;Cudles son los factores importantes que dan forma y
apoyan el desarrollo de las pricticas docentes? ;Dénde se focaliza el andlisis, en la
caracterizacién de los comportamientos y acciones de los profesores en su practi-
ca profesional o, en cambio, en sus intenciones y significados? ;Cémo podemos
conectar los aspectos individuales y sociales de las practicas? ;Qué tipologia de

Badillo, E. (2019). La Prictica de aula. En E. Badillo, N. Climent, C. Ferndndez y M. T. Gon-
zélez (Eds.), Investigacion sobre el profesor de matemdticas: formacion, prdctica de aula, conocimiento y
competencia profesional (pp. 15-17). Salamanca: Ediciones Universidad Salamanca.
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interacciones se generan durante el proceso de ensenanza-aprendizaje y qué natu-
raleza tienen? ;Qué criterios y procesos configuran la «buena préctica», tanto para
docentes en ejercicios como en formacion? ;Qué constructos tedricos y analiticos
permiten abordar los procesos de desarrollo de la prictica profesional? ;Qué papel
juega el discurso en el andlisis de la prictica? ;Qué relacién hay entre aspectos de la
préctica profesional del profesor y la manera en la que el profesor ayuda a definir
una determinada prictica matemdtica en el aula?, entre otros.

Ponte y Chapman (2006) sehalan diferentes perspectivas y temas para abordar
el andlisis de la practica docente, asi: estudios de psicologia cognitiva, estudios de
interaccién en el aula, estudios socioculturales, estudios basados en el curriculo, es-
tudios biogréficos y colaborativos de los docentes y diferentes puntos de vista de la
practica. En esta seccién se presentan cuatro capitulos con aproximaciones diferentes
al estudio de la préctica de aula, centrada en el rol del profesor de matemdticas. El
andlisis de la prdctica del profesor se aborda desde diferentes perspectivas, que van
desde acercamientos mds socioculturales hasta visiones mds cognitivas. Los capitulos
2y 3, asumen, desde diferentes perspectivas, que el andlisis de la practica del profesor
es un espacio que permite la caracterizacién y/o desarrollo de los conocimientos y
competencias profesionales que los profesores ponen en juego cuando gestionan la
ensefanza de tdpicos matemdticos concretos. El primer capitulo, se focaliza en el
andlisis de las pricticas discursivas del profesor de matemadticas de secundaria que
se generan en el aula, mientras que el dltimo capitulo, asume, desde perspectivas
socioculturales y cognitivas, que los futuros maestros aprenden en su practica, si se
generan espacios en la formacién que promuevan reflexionar sobre esta.

El primer capitulo, aborda la prictica profesional del profesor de matemati-
cas entendida como una prictica discursiva configurada por la prictica discursiva
del alumno. Los autores asumen el andlisis del discurso matemdtico del profesor
desde principios de las teorias sociales y como fenémeno de la comunicacién y de
la cultura. Un aporte interesante es la propuesta de un andlisis textual situado en
el contexto de cultura y aplicado al discurso matemdtico del alumno, que luego
aplican al andlisis del discurso matemdtico del profesor. Para el andlisis del discurso
matemdtico del profesor en clase, atendiendo al contenido matemdtico de apren-
dizaje y a la tarea de clase para la ensefianza, definen cuatro indicadores y cuatro
niveles por indicador: seleccién de ejemplos, secuenciacion de ejemplos, explica-
cién de ejemplos y adaptacion de ejemplos y de explicaciones. La definicién de
estos indicadores supone un avance en el estudio de las relaciones entre discursos
del alumno y del profesor.

En el segundo capitulo, se analiza la prictica profesional de un profesor en
una clase de matemdticas de secundaria en la que se aborda la medida de longi-
tud. Los autores, basindose en los constructos del Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion e Instruccion Matemdtica (EOS), aplican algunas de las herramientas
de andlisis diddctico propuestas desde el modelo de Conocimientos y Competencias
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Didctico-Matemdticas (CCDM), con el propésito de hacer una radiografia que
ilustra la estructura y funcionamiento de la clase video grabada. Un aporte intere-
sante es la propuesta de un instrumento que permite sintetizar la descripcién de la
préctica del profesor de matemdticas, basado en una metodologia de observacién,
que ha consistido en aplicar algunos de los constructos del andlisis diddctico del
CCDM: configuraciones diddcticas y criterios de idoneidad diddctica.

En el tercer capitulo, se describe e interpretan las acciones de dos maestras de
infantil a lo largo de una sesién de clase sobre tépicos de geometria y aritmética.
Los autores, basdndose en las herramientas del modelo Mathematics Teachers’ Spe-
cialised Knowledge (MTSK), abordan la identificacion del conocimiento especiali-
zado que sustenta la prictica de las dos maestras, definiendo episodios relevantes.
Una de las aportaciones de este estudio, es la definicién de descriptores de los
elementos de conocimiento especializado que han emergido del andlisis de la prac-
tica, que pueden ser considerados como contenido de aprendizaje en la formacién
inicial y continua de maestros de infantil.

En el cuarto capitulo, la autora presenta una panordmica sobre diferentes pers-
pectivas para analizar la prdctica del profesor, que tienen especial relevancia en
el dmbito de investigacién y en la formacidn del profesorado en Latinoamérica.
Finalmente, se presenta un ejemplo de formacion de profesores en ejercicio basado
en la préctica reflexiva, en el contexto de una Maestria en Docencia de la Matemd-
tica de la Universidad Pedagégica Nacional de Colombia. Un aporte interesante de
este estudio es la articulacion de dos perspectivas tedricas para caracterizar el desa-
rrollo del conocimiento en accién, de dos profesores de matemdticas en ejercicio,
como resultado de la aplicacién de ciclos de reflexion sobre la practica.

RECONOCIMIENTOS

Este trabajo se ha realizado en el marco colaborativo de los Proyectos EDU2016-
81994-REDT y EDU2015-65378-P, MINECO-Espana / FEDER-Europa, y con
el apoyo del Grupo GIPEAM, SGR2017-101, AGAUR-Catalunya.

REFERENCIAS

Lin, F-L., y Rowland, T. (2016). Pre-service and in-service mathematics teachers’ knowledge
and professional development. En A. Gutierrez, G. C. Leder y P. Boero (eds.), 7he Second
Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education (pp. 483-520). Rotter-
dam, The Netherlands: Sense Publishers.

Ponte, J. P (2011). Teachers’ knowledge, practice, and identity: essential aspects of tea-
chers’ learning. journal of Mathematics Teacher Education, 14(6), 413-417.

Ponte, J. P y Chapman, O. (2006). Mathematics teachers’ knowledge and practices. En
A. Gutierrez y . Boero (eds.), Handbook of Research on the Psychology of Mathematics
Education: Past, Present and Future (pp. 461-494). Rotterdam, Taipei: Sense Publishers.






DISCURSOS DEL ALUMNO Y DEL PROFESOR
EN CLASE DE MATEMATICAS

DISCOURSES OF THE LEARNER AND OF THE TEACHER
IN THE MATHEMATICS CLASSROOM

NURria Pranas!, Jubit Caico!, ITziar Garcia-HoONRADO?,
ALBERTO ARNAL-BAILERA’®

YUniversitat Autonoma de Barcelona, > Universidad de Oviedo,
3Universidad de Zaragoza

RESUMEN

La prdctica profesional del profesor de matemdticas es en gran medida una practica dis-
cursiva configurada por la prictica discursiva del alumno. Por ello, resulta esencial indagar
relaciones entre el discurso del alumno y el del profesor en clase, junto con explorar aspec-
tos del contexto de cultura que pueden estar regulando dichas relaciones. En este capitulo,
primero presentamos una propuesta de andlisis textual situado en el contexto de cultura y
aplicado al discurso matemadtico del alumno, que luego aplicamos al anilisis del discurso
matemdtico del profesor. Acabamos reflexionando sobre el papel de la cultura del aula de
matemdticas en la produccién de relaciones entre discursos de alumno y de profesor. Adop-
tamos principios de las teorfas sociales de la actividad humana que sustentan la nocién de
discurso como fenémeno de la comunicacién y de la cultura.
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ABSTRACT

The professional practice of the mathematics teacher is largely a discursive practice
configured by the discursive practice of the learner. It is thus essential to examine relationships
between the discourse of the learner and of the teacher in the class, along with exploring
features of the context of culture that may be regulating these relationships. In this chapter,
we first introduce a proposal of textual analysis situated in the context of culture and applied
to the mathematical discourse of the learner, which is then applied to the analysis of the
mathematical discourse of the teacher. To finish, we reflect on the role of the culture of
the mathematics classroom in the production of relationships between the discourse of
the learner and the teacher. We adopt principles of the social theories of human activity
underlying the notion of discourse as a phenomenon of communication and culture.

Keywords: mathematics classroom, learner, teacher, discourse, context of culture.

UN DISCURSO DE AULA CON VARIOS DISCURSOS

® EXISTE UN DISCURSO DE AULA? ;Existen un discurso del alumno y uno del pro-
fesor? ;Tiene el aula de matemdticas un discurso especifico? Dada la produccién
cultural e histérica del aprendizaje y de la ensenanza (de las matemadticas) como
realidades distintas (Roth y Radford, 2011), se suele responder en positivo a todo
esto. Es habitual la posicién dual sobreentendida que distingue entre discurso del
profesor y del alumno. Si tomamos la idea amplia de discurso como «los multiples
procesos mediante los cuales las personas se comunican entre ellas para comunicar»
(Planas, Arnal-Bailera y Garcia-Honrado, 2018, p. 46), encontramos sin embargo
un escenario mds complejo con discursos sobre los modos de hablar y de hacer
adecuados para ensenar matemdticas en la escuela (i.e., discursos sobre el discurso
del profesor), o bien sobre los modos de hablar y de hacer adecuados para apren-
der matemdticas en el aula ordinaria y en sistemas paralelos de escolarizacién (i.e.,
discursos sobre el discurso del alumno). Aprovechamos la escritura de este capitulo
para dar valor a una complejidad, la del discurso, que no siempre se incorpora en
la reflexién diddctica ni en el andlisis investigativo de la prictica profesional del
profesor de matemiticas. Esto no deja de ser sorprendente si tenemos en cuenta
que esta practica profesional es en gran medida una préctica discursiva dado que
implica la produccién e interpretacién de textos orales y escritos.

Aun cuando a veces se omite el cardcter discursivo de la prictica profesional del
profesor de matemdticas, la investigacion sobre educacién matemadtica y discurso
lleva ya un largo recorrido bajo las tradiciones denominadas ‘micro’ y ‘macro’ en
Planas y Valero (2016). Mientras que la tradicién macro examina el impacto de la
estructura social en la configuracién de la educacién matemdtica (e.g., estudio de
discursos sobre el profesor de matemdticas), la micro trabaja con contextos préxi-
mos de comunicacién en entornos de prictica matemdtica, mayormente aulas (e.g.,
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estudio de discursos —hablados, escritos, visuales, corporales...— de un profesor de
matemadticas en una secuencia de ensefanza). La atencidn a la actividad humana
en el contexto préximo ha dado lugar a perspectivas distintas segtin la acepcién de
lo social (ver el andlisis comognitivo del discurso en Gavildn, Sinchez-Matamoros
y Escudero, 2014, el anilisis critico del discurso en Civil y Planas, 2004, o el de la
interaccion en Llinares y Valls, 2010). Asi tenemos que:

Una importante caracteristica distintiva de las teorias sociales contempordneas es
la convivencia y articulacién de las acepciones interaccionista y fuerte de lo social.
Dentro de estas teorias, hay una variedad de matices y aproximaciones, todas ellas
con el denominador comin de comprender la inseparabilidad de la persona —que
aprende, que ensefa, que investiga...— y el contexto —en el que aprende, en el que
ensefia, en el que investiga...— (Planas, 2017, p. 92).

Desde los afios noventa del siglo pasado, el drea ha cambiado y la investigacién
en el seno del Grupo de Investigacién en Practica Educativa y Actividad Matemd-
tica (GIPEAM), al que pertenecemos, también. La atencién a las teorfas sociales
de la actividad humana ha dejado de ser menor y foros como los congresos del
International Group for the Psychology of Mathematics Education (IGPME), de la
European Society for Research in Mathematics Education (ERME) y de la Sociedad
Espanola de Investigacion en Educacion Matemdtica (SEIEM) han experimentado
un aumento de referencias a estas teorias y de su utilizacién. Han contribuido las
lecturas més precisas de lo social en la obra de Vygotsky, que han permitido superar
la concepcién de mente y pensamiento como eslabones de un orden lineal donde
el aprendizaje se facilitaria en el grupo y se produciria en el individuo. Las teorfas
sociales suplen el supuesto de linealidad en el aprendizaje con la continuada consti-
tucién cultural y politica de la matemdtica escolar, de la ensenanza, del aprendizaje
y de la prdctica profesional.

Tabla 1. Lineas de estudio sobre discurso en el equipo GIPEAM

8 Actor Actividad-Comunicar o
R x L. . L. § NN
R} §|Alumno de matemdticas Discurso matemdtico del alumno ‘§ 3
S

S S . . . N
8 O |Profesor de matemdticas Discurso matemdtico del profesor |39}
S N
8 ] 3

I . s D>

O | Grupo clase de matemdticas | Discurso matemdtico del aula ©

Un equipo de GIPEAM estudiamos discursos en sesiones de clase de matema-
ticas en la etapa de secundaria. En los dltimos afios hemos impulsado tres lineas
simultdneas de estudio (ver filas, Tabla 1) segtin el participante (actor) cuyo tex-
to analizamos. Para cada linea, contamos con datos donde comunicar (actividad)
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funciona como transitivo con respecto al contenido matemdtico (objeto agente)
y al contexto de la cultura (objero paciente). Halliday (1978, 1993) utiliza las
expresiones de objeto agente y objeto paciente para senalar el juego de opacidad
y transparencia propio de la comunicacién de los conocimientos y pricticas de-
sarrollados en la cultura. Nuestra interpretacién de la actividad de comunicar
como fenémeno de la cultura con valor semdntico (i.e., siempre se comunica algo)
implica que, tras la comunicacién de contenido matemidtico en clase, persiste
un objeto ‘paciente’ —la cultura— que regula el discurso del aula y la fabricacién
de significado. En particular, cualquier practica del profesor se produce en una
situacién préxima y un contexto de cultura determinados sin los cuales no se
puede explicar su significado. En nuestros trabajos, tratamos con datos donde el
contenido matemdtico se comunica de manera explicita en el texto como objeto
agente (e.g., «Tenemos que relacionar los casos posibles con los casos favorables»),
mientras que la cultura (i.e., conocimientos y pricticas) que da significado al
contenido matemadtico se acostumbra a comunicar de manera transparente como
objeto paciente (e.g., «La férmula de Laplace es tan importante como el teorema
de Pitdgoras»). A lo largo del capitulo volvemos sobre este punto con datos de
experimentos de aula.

Llevamos tiempo estudiando la ‘transitividad’ de comunicar mediante un pro-
grama de experimentos de ensefianza, variado en cuanto a contenido matemadtico
y contexto de cultura (e.g., Arnal-Bailera y Planas, 2013; Boukafri y Planas, 2018;
Chico, 2018; Chico, Planas, Morera y Fortuny, 2014; Ferrer, Fortuny y Morera,
2014; Ferrer, Fortuny, Planas y Boukafri, 2014; Garcia-Honrado, Fortuny, Fe-
rrer y Morera, 2016; Morera, Planas y Fortuny, 2013). Se considera la ensefianza
de contenido matemdtico, primero en el disefio y desarrollo de experimentos y
después en el andlisis de discursos matemdticos del alumno y del profesor en inte-
raccién. Transformaciones geométricas, cdlculo de probabilidades o generalizacién
de patrones son contenidos curriculares cuya comunicacién hemos investigado en
entornos de clase. A modo de los ciclos de experimentos en el interaccionismo
(Cobb, Confrey, DiSessa, Lehrer y Schauble, 2003; Cobb, Zhao y Dean, 2009),
pretendemos modificar culturas de aula para mejorar la produccién y distribucién
de oportunidades de aprendizaje matemdtico. Indagamos lo que es susceptible de
ser modificado con la ‘herramienta’ del andlisis del discurso. Esta herramienta es
tebrica y en nuestra investigacién estd guiada por las teorias sociales de la actividad
humana y del aprendizaje (Planas, 2010, 2017; Planas, Morgan y Schiitte, 2018).
En las secciones ‘Discurso matemdtico del alumno’ y ‘Discurso matemadtico del
profesor’ presentamos resultados de experimentos de ensefianza a fin de ilustrar el
argumento sobre la complejidad del discurso y su papel en la comprensién de la
préictica profesional del profesor de matemdticas en clase.
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DISCURSO MATEMATICO DEL ALUMNO

En esta parte del capitulo, consideramos la prictica discursiva o discurso del
alumno en clase por ser constitutivo del discurso del profesor en tanto que lo re-
gula y contribuye a configurarlo. Cabe antes comentar la eleccién del singular para
alumno y para discurso (Figura 1). Este singular va unido al reconocimiento de una
pluralidad de alumnos y discursos. La alumna con una lengua dominante distinta a
la de instruccién, por ejemplo, afronta retos de aprendizaje y de participacién en el
discurso del aula diferentes a la alumna cuya lengua coincide con la de instruccién
(Civil y Planas, 2004; Planas y Civil, 2010). Con el nimero singular y de acuerdo
con Austin y Howson (1979), sefialamos la existencia de una epistemologia del
discurso del alumno, esto es, un conjunto de rasgos comunes constituyentes de
los procesos en clase mediante los cuales los alumnos comunican contenidos del
contexto de la cultura incluida la matemdtica escolar. En la base de esta epistemo-
logia estd la produccién cultural e histérica del aprendizaje —del alumno—y de la
ensefianza —del profesor— con limites y separaciones. Al respecto son interesantes
las analogfas con la nocién de género (Pimm, 1987) y con la epistemologia del
discurso de la novela (Bakhtin, 1981), que fundamenta el uso del singular en con-
traposicion con el discurso del ensayo o el de la poesia.

Dicho lo anterior, pasamos a comentar la esencia de nuestros métodos. El pro-
posito del capitulo es divulgativo y de reflexién por lo que no precisamos el detalle
técnico de métodos ni resultados. A grandes rasgos, hemos desarrollado un andlisis
del discurso mediante caracterizacién narrativa por agrupacién de cédigos, que
producimos por comparacién constante y triangulacién en seminarios del equipo.
Los cédigos son unidades de significado sobre interaccién (e.g., iniciar respuesta;
compartir explicacién) y sobre contenido matemdtico (e.g., generalizacién alge-
braica; identificacién de variable). Con ambos tipos intentamos dar cuenta del
discurso del alumno durante la actividad matemadtica en sesiones de clase que son
experimentos de ensefianza. Los cédigos de contenido matemadtico se centran en el
objeto declarado de la ensenanza y son un subtipo de los de interacciéon. Trabaja-
mos por tanto con c6digos que no aceptan oposicion simple ni exclusién de unos
por otros. La complejidad de cada cddigo aumenta en la medida en que se combina
con el resto, lo cual involucra la elaboracién progresiva de narrativas. Una narra-
tiva es un texto escrito donde nos referimos a otro texto, el discurso matemadtico
del alumno, con el objetivo de referenciar conexiones entre cédigos de contenido
matemdtico en el transcurso de la interaccion, a la vez que tratamos de averiguar
el significado que la situacién préxima y el contexto de cultura pueden estar apor-
tando. En este sentido, las narrativas son funcionales ya que no pretenden reali-
zar descripciones formales del texto sino estudiar su utilizacién y desarrollo en la
produccién de unos significados matemdticos concretos de entre los muchos que
podrian haberse creado en relacién con una cierta tarea.
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Comunicar cultura

Comunicar matemdticas |
Discurso del alumno en clase { Discurso matemdtico del alumno de ma-|
| temdticas en clase de matemdticas |

Figura 1. Linea de estudio sobre el discurso del alumno

Como indicdbamos al inicio, para nosotros el discurso es un invariante de la
comunicacién y de la cultura donde se circunscribe la actividad de comunicar.
Cualquier uso presuntamente intransitivo y culturalmente neutro de comunicar
es una ficcién. Siempre se comunica cultura, en particular modos de hablar y de
hacer, porque siempre hay un contexto en el que se plantea la practica y que facilita
la comprensién acerca de la adecuacién y relevancia de los textos. De ahi que el
contexto de cultura deba ser tenido en cuenta en la produccién, combinacién y
relacién de cédigos para la interpretacion del discurso. Interpretar un discurso no
implica ni presupone la creacién de una narrativa inequivoca. Interrogamos los da-
tos en la situacién de proximidad, en un proceso inacabado que incorpora aquello
a lo que tenemos acceso acerca del contexto y que puede no ser manifiesto en la
literalidad del texto. Nétese que llamamos discurso a cualquier fragmento de habla
independientemente de su duracién y longitud o de la seleccién de conversaciones
en torno a objetos matemdticos especificos.

ANALISIS TEXTUAL SITUADO EN EL CONTEXTO DE CULTURA

En este apartado, reproducimos resultados del andlisis del discurso del alumno
en interaccién durante la resolucién de la tarea de la Figura 2 en una sesién de clase
en un centro de Barcelona. El detalle del andlisis se documenta en Chico (2014) y
los mismos datos han sido ilustrados en Chico y Planas (2018). Son datos orales
que han pasado por modificaciones importantes al ser traducidos del cataldn y
luego transcritos. No entramos a discutir la conversién de discurso hablado en dis-
curso escrito. Si queremos, sin embargo, sefialar la diferencia que esto supone con
respecto a estudios que analizan datos de foros virtuales y chats que no requieren
transcripcion (ver, por ejemplo, Llinares, 2012, para andlisis de datos donde profe-
sores de matemdticas hablan por escrito en entornos de linea). Tampoco entramos
a examinar el hecho de presentar datos en un tnico sistema lingiiistico cuando se
alternan varios en los datos originales. Modificar el cardcter multilingiie y multi-
modal de los datos nos parece cada vez mds problemdtico por el mensaje ticito que
se envia sobre la irrelevancia del sistema lingiiistico en el desarrollo de la actividad
matemdtica. En los trabajos donde no estudiamos el impacto de la alternancia
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de lenguas y de las modalidades de comunicacién en el discurso matemdtico del
alumno, por cuestiones de espacio a menudo acabamos optando por mostrar datos
«traducidos» a la vez que mencionamos la pérdida en términos de comprension
de la actividad. Hoy dfa, la posibilidad de depositar ficheros de audio y video en
repositorios abiertos y de anexar archivos digitales a las publicaciones, tendrd que
reducir los riesgos asociados a la simplificacién de datos.

Desde 2009, una disefiadora hace una camiseta por afio como insignia de su marca. Estos
son los modelos correspondientes al primer, segundo, tercer y cuarto ano:

EEE
® O @

La figura en cada camiseta sigue una serie: se toma un cuadrado blanco, se marcan los

puntos medios de los lados, se unen y se pinta de gris el cuadrado resultante. Después se
unen los puntos medios del cuadrado gris y se pinta de blanco, y asi sucesivamente.

1. ;Cudntos cuadrados blancos y cudntos grises tendrd la figura de la camiseta 20152

2. ;Cudntos de cada tipo tendrd una camiseta de cualquier ano, la enésima camiseta?

3. ;Cudntos tridngulos blancos y cudntos grises tendrd la figura de la enésima camiseta?

Figura 2. Enunciado de la tarea en Chico y Planas (2018)

PrRODUCCION DE UN DISCURSO MATEMATICO
HACIA LA GENERALIZACION ALGEBRAICA

Empezamos con datos de tres alumnos que discuten la segunda cuestién de la
tarea de la Figura 2 sobre la cantidad de cuadrados blancos y grises de la enésima
camiseta. Se suceden representaciones verbales aritméticas del caso general en rela-
cién con la identificacién de la variable.

1. Cristina: Pues el afno menos dos mil nueve es igual al ano menos dos mil
nueve partido entre dos mds una blanca si fuera impar y sin una
blanca si fuera par.

2. Jose: Y laene?

3. Cristina: El ano, el ano que estds buscando o sea el ano que te dan.

4. Sara: El afio que pone en la camiseta.
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5. Jose: No, porque la enésima camiseta, la ene no seria el ano, es el nimero
de camiseta. Claro, la enésima camiseta no es dos mil nueve o dos
mil trece. ;Qué serfa la camiseta dos mil trece? No, es la sexta, la
quinta...

Los cédigos asociados al discurso del alumno —léase Cristina, Jose y Sara— son
generalizacion aritmética, identificacion de la variable, iniciar resolucion y solicitar
clarificacién. El trabajo entre alumnos en una clase de matemdticas de un aula de
secundaria obligatoria habituada a una prictica determinada (ver Chico, 2014) es
la ‘medida’ de control para la asignacién de significado a lo que se comunica en
el contexto de cultura. Tenemos que Cristina inicia una respuesta al exponer su
generalizacién aritmética donde la variable es el afo de creacién de la camiseta y
no la posicién que ocupa en la secuencia [1]. Cuando Jose solicita una clarificaciéon
acerca de la variable, cuya referencia estd implicita en la generalizacién dada [2],
Saray Cristina identifican la variable con el afio de la camiseta [3-4]. Entonces Jose
explica que la variable 7 indica la posicién de la camiseta en la secuencia y no el ano
de creacién [5]. Se observa por tanto la atencién simultdnea a la identificacién de la
variable y a la palabra «enésima» del enunciado (ver también [8]). En este punto, la
cultura del aula aparece como factor determinante en la comunicacién. La peticién
de clarificacién de Jose es clave para que se pongan de manifiesto dos interpretacio-
nes de la variable e informa sobre los modos de hacer. En otras culturas de aula, la
exposicién de una solucién de un problema por parte de una alumna no conlleva
la revisién por parte de otros alumnos ya que esta es una actividad que se espera
del profesor. Si nos fijamos en los modos de hablar, Jose comunica lo que considera
una respuesta adecuada al enunciado en lo que se refiere al contenido matemdtico
(identificacion de la variable), pero también en lo que se refiere a la expresion literal
(«enésimay). Esto ocurre después de acordar la relacién de dependencia entre ano
de la camiseta y posicién en la secuencia:

6. Jose: Yo lo tnico que digo es que no te dan el afio, te dan el ndimero de
camiseta.

7. Maria:  Pero con el nimero de camiseta puedes saber el afo.

8. Jose: ;Y de qué te sirve calcularlo? Tt lo que quieres saber es el niimero

de cuadrados, no el ano. El enunciado te da la enésima camiseta.

Deben tenerse en cuenta varios aspectos del contexto de cultura del aula tales
como la utilizacién restringida del registro escrito en los momentos de discusién
entre alumnos, que facilitan el soporte y andamiaje de la oralidad de las explica-
ciones. Por otra parte, el reconocimiento del habla entre alumnos en la cultura
del aula repercute con marcas especificas de oralidad en la representacién escrita
posterior de la solucién a la tarea. Pero también ocurre que el enorme valor de la
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escritura en la escuela (materializada en nuestro ejemplo mediante la ficha en papel
con la tarea impresa y el encargo dltimo de cumplimentarla y entregdrsela al pro-
fesor al final de la sesién de clase para ser evaluada) es una influencia fundamental
en la validacién de modos de hablar. Si consideramos la asociacidn que se establece
entre «enésima» y el significado de «ene» como calificador de camiseta, el uso de la
palabra «enésima» es una marca de (re)conocimiento de la lengua especializada de
la matemdtica escolar. No obstante, tiene sentido pensar que el uso de esta palabra
es ademds una marca de escritura (ver enunciado en la Figura 2) y del contexto de
cultura. Con esto, ponemos de relieve que nuestro andlisis atiende al registro literal
y extra-literal, ambos con impacto en la funcién comunicativa del texto (ver Ha-
lliday, 1978, para ejemplos de discursos distintos vinculados a textos literalmente
iguales en una variedad de contextos de cultura; y Chico, 2014, para descripciones
y articulaciones del contexto de cultura en el andlisis de discursos de alumnos).

Veamos todavia otros datos de esta misma sesién de clase. Ahora dos alumnos,
que habian trabajado en pareja el problema previamente, presentan y discuten la
tercera cuestion de la tarea, sobre la cantidad de tridngulos blancos y tridngulos
grises de una camiseta. Durante la discusién del rango de la variable independiente
de la generalizacién que proponen, hablan de conexiones entre el valor de 7 y la
posicién de la camiseta en la secuencia:

9. Jose: Nosotros hemos hecho, suponiendo que ene es el nimero de
camiseta que nos dan, sabemos que ene, el nimero de camiseta
es igual que el nimero de cuadrados que hay dentro. Porque en
la primera camiseta hay un cuadrado, en la segunda hay dos, en
la tercera hay tres... Entonces el nimero de camiseta menos uno,
porque como ya se ha dicho hay un cuadrado que no genera
tridngulos, es el nimero de cuadrados que generan tridngulos.
Entonces lo multiplicamos por cuatro, porque cada cuadrado hace
cuatro tridngulos. Entonces obtienes el nimero total de tridngulos.
Si la ene es par, divides el nimero total entre dos y obtienes el
numero de tridngulos cualesquiera porque hay el mismo ndmero
de tridngulos blancos que grises. Porque cuando la ene es par hay el
mismo nimero de cuadrados blancos que grises, como le has restado
uno, te queda el mismo nimero de tridngulos blancos que grises.

10. Gabriel: No, esto es cuando la ene es impar, no....si, si, cuando ene menos
uno es impar.

11. Jose: Si, es ene menos uno que es impar...

12. Gabriel: Esdecir, cuando ene menos uno es impar... Nos hemos equivocado,
cuando ene es impar es cuando hay un cuadrado mds blanco y es
lo que hace que haya el mismo nimero de tridngulos blancos que
grises.
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13. Jose: Si, claro. Cuando la ene es impar divides entre dos y te da el nimero
de tridngulos de los dos colores.

Generalizacion algebraica, rango de la variable, iniciar respuesta y compartir ex-
plicacién son los cddigos que agrupados y relacionados con sentido nos ayudan a
comprender este discurso de alumno —léase Jose y Gabriel-. En nuestra narrativa,
Jose inicia su respuesta hablando de 7 para indicar la posicién de la camiseta en
la secuencia. En su busqueda de la cantidad desconocida de tridngulos de cada
color, explica la expresion 4(7-1)/2 para el caso de 7 par [9]. A pesar de la confu-
sién entre camisetas pares ¢ impares, se llega a una generalizacién mediante ter-
minologia algebraica y con referencias veladas de apoyo visual (‘los cuadrados que
hay dentro de una camiseta’) en los dibujos para casos particulares del enunciado
(Figura 2). Gabriel revisa la explicacién y la amplia al distinguir entre niimeros
pares e impares. Ninguno de ellos, sin embargo, menciona razones subyacentes
a la distincién entre tomar 7 o #-1, tales como tomar 1 o 0 como valor inicial.
Con base en el dibujo de la tercera camiseta, Gabriel [12] y Jose [13] concluyen
con turnos que se completan entre ellos. Jose y Gabriel comparten la responsabi-
lidad de comunicar al grupo la solucién y los argumentos en el trabajo en pareja,
incluida la responsabilidad de haberse equivocado. El contexto de trabajo pre-
vio en pareja da sentido a la identificacién de actividad matemdtica compartida,
mientras que el contexto de discusién entre alumnos da sentido a las evidencias
de generalizacién algebraica que, solo con atencién a los turnos de uno de los
alumnos, no podrian inferirse.

Con este ejemplo, pretendemos sefialar que el andlisis del discurso matemadtico
del alumno ha de tener en cuenta al menos dos dimensiones: el texto oral o escrito
y el contexto de cultura, que influye en la realizacién e interpretacion del texto vy,
mids en general, de la practica. En la siguiente seccién, volvemos a plantear la aten-
cién a ambas dimensiones con datos del discurso matemdtico del profesor.

DISCURSO MATEMATICO DEL PROFESOR

Dentro de nuestro programa de experimentos de ensefianza, mantenemos una
misma légica de investigacién en los trabajos sobre el discurso matemdtico del
profesor y sobre el del alumno. Bajo una perspectiva social de la actividad humana
que sitda la actividad de comunicar en su contexto de cultura, que es el de interpre-
tacién de la lengua en uso (Halliday, 1978, 1993), consideramos que el texto del
profesor no basta para estudiar su discurso. El contexto de cultura involucrado en
la produccién del discurso del profesor proporciona la clave para discernir modos
naturalizados de hablar y de hacer matemdticas en clase que se estin dando por
sabidos en la prdctica profesional.
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Andlogamente a lo explicado en la seccién anterior acerca de los métodos, para
el andlisis del discurso matemadtico del profesor fabricamos cédigos de interaccién
y de contenido matemidtico. Los primeros fijan la mirada en la funcién del dis-
curso de comunicar cultura, mientras que los segundos se utilizan para explorar
la funcién mds especifica de comunicar matemdticas (Figura 3). A fecha de hoy,
estos trabajos estdn siendo revisados con la incorporacién de nuevos indicadores
orientados a la busqueda de relaciones entre discurso del alumno y del profesor.
Los indicadores actuales han surgido, por un lado, de buscar de manera reiterada
relaciones ente narrativas producidas para alumnos y para profesores y, por otro,
de estudiar las contribuciones al estudio del discurso del profesor de matemadticas
de Adler y Ronda (2017). A lo largo de los afios, se nos ha hecho evidente el uso
abundante de ejemplos y de explicaciones en la organizacién de procesos matemd-
ticos comunicados en la interaccién entre discurso de profesor y de alumno. Con la
inquietud de realizar un andlisis mds refinado de la comunicacién de estos procesos
matemdticos, en Planas, Fortuny, Arnal-Bailera y Garcia-Honrado (2016), antici-
pamos indicadores relativos a la seleccién, secuenciacién, explicacion y adaptacién
de ejemplos y de explicaciones en la prictica profesional del profesor en clase.

Comunicar cultura

Comunicar matemdticas

Discurso del profesor en clase ‘Discurso matemdtico del profesor de

| matemdticas en clase de matemdticas |

Figura 3. Linea de estudio sobre el discurso del profesor

En el inicio del capitulo escribfamos que la prictica profesional del profesor de
matemdticas es en gran medida practica discursiva, para luego anadir en la seccién
anterior que dicha préctica discursiva del profesor en clase estd fuertemente confi-
gurada por la prictica discursiva del alumno. De ahi que el andlisis textual situado
en el contexto de cultura y aplicado al discurso matemdtico del profesor en clase
implique referencias a la interaccién con el discurso del alumno. El cuarto indica-
dor de Planas, Arnal-Bailera y Garcfa-Honrado (2018), adaptacion de ejemplos y
de explicaciones, supone un avance en el estudio de las relaciones entre discursos
del alumno y del profesor.

ANALISIS TEXTUAL SITUADO EN EL CONTEXTO DE CULTURA

Para el andlisis del discurso matemadtico del profesor en clase, hemos establecido
cuatro indicadores y cuatro niveles por indicador (NO, N1, N2 y N3). Dado un
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contenido matemadtico de aprendizaje y una tarea de clase para la ensefianza, los
indicadores se desglosan como sigue:

Seleccién de ejemplos: NO. Solo variacién simultdnea de dos o mds aspec-
tos, N1. Solo variacién de un aspecto con atencién a similitud o contraste,
N2. Al menos dos variaciones de aspectos distintos con atencién a similitud
y/o contraste, N3. Variacién simultdnea de dos o mds aspectos con atencién
a similitud y contraste

Secuenciacién de ejemplos: NO. Sin cadena de complejidad creciente, N1.
Cadena de complejidad creciente excepto por ejemplos intermedios, N2.
Cadena de complejidad creciente excepto por un ejemplo, N3. Cadena de
complejidad creciente sin excepciones

Explicacién de ejemplos: NO. Sin argumentos matemdticos, N1. Con argu-
mentos matematicos sin conexiones entre ellos, N2. Con argumentos mate-
miticos y conexiones solo entre algunos, N3. Con argumentos matemdticos
conectados entre todos

Adaptacién de ejemplos y de explicaciones: NO. Sin respuestas a preguntas
de alumnos, N1. Con respuestas a preguntas de alumnos sin elaboracién
posterior, N2. Con respuestas a preguntas de alumnos y elaboracién pos-
terior de algunas respuestas, N3. Con respuestas a preguntas de alumnos
basadas en ejemplos previos o nuevos

A continuacién, resumimos resultados del andlisis de discursos matemadticos de
dos profesoras en dos clases con alumnos de 14 y 15 afos durante la resolucién de
la tarea de la Figura 4. El contenido matemdtico de aprendizaje que consideramos
es el cdlculo de probabilidades del suceso ‘ganar la partida cuando un jugador tiene
a puntos y el otro &. De ahi que los ejemplos sean casos particulares de la gene-
ralidad ‘ganar la partida cuando un jugador tiene # puntos y el otro & (para una
discusién de la riqueza de este problema, ver Goizueta, Mariotti y Planas, 2014).

Dos chicos juegan a lanzar una moneda de modo que uno gana 1 punto si sale
caray el otro 1 punto si sale cruz. Cada uno pone 3 € y deciden que el que gane 8
puntos se quedard con los 6 €. Sin embargo, la partida se interrumpe cuando uno
ha ganado 7 puntos y el otro 5. ;Cémo se repartirdn el dinero?

Figura 4. Enunciado de la tarea en Planas, Arnal-Bailera
y Garcia-Honrado (2018)
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ADAPTACION DEL DISCURSO MATEMATICO DE LA PROFESORA P1
A DISCURSOS DE ALUMNOS

En una de las clases, tras una propuesta de reparto proporcional, la profesora
(P1) utiliza cuatro ejemplos: el primero es un caso extremo (2 = 7, & = 0), el se-
gundo es el dado en el enunciado de la tarea (2 = 7, = 5) y los dos tltimos (2 =
1,6=0;a=2, b=0) surgen en interaccién con el discurso de una alumna (Al).
Se observa por tanto una primera cadena de ejemplos de complejidad monétona
creciente con 4 = 7, que se interseca con otra cadena de ejemplos para & = 0 que
tampoco se mantiene.

P1:  Ahora imaginad que la partida se interrumpe cuando uno ha ganado siete
puntos y el otro todavia ningiin punto. ;Cémo se reparten el dinero si
ocurre esto? Segun vuestro grupo, hay que repartir los seis euros entre...
ahora no son doce tiradas con siete y cinco puntos, ahora son siete tiradas.
Pues... [en la pizarra, 7/7-6=6, 0/7-6=0], aplico lo que me habéis dicho y
va a pasar que uno se queda con los seis euros y el otro con nada.

Al:  Pues claro, porque no ha sacado ni un solo punto y el otro casi ha ganado.

P1: O sea que vuestra manera os sigue pareciendo que funciona. ;Y si la
partida se interrumpe cuando uno ha ganado un punto y el otro estd atin
con cero puntos? ;Entonces? Ahora no son ni doce ni siete tiradas... [en la
pizarra, 1/1-6=6, 0/1-6=0]. Otra vez hay un jugador que se lleva todo el
dinero, pero ahora ni siquiera estaba en la recta final para ganar.

Al:  Ya, mala suerte. Solo han tirado una vez.

P1:  Pero esto puede ocurrir, se puede interrumpir asi de pronto. Incluso si
solo da tiempo a dos tiradas y uno saca dos puntos, entonces hacemos lo
mismo y... [en la pizarra 2/2-6=6, 0/2-6=0], un chico se lo va a volver a
llevar todo, con solo dos puntos. ;Solo ha conseguido dos puntos y los seis
euros para ¢l!

A raiz de los discursos de dos alumnos (Al y A2), sigue un discurso de la pro-
fesora que alude a las posibilidades totales y favorables de ganar de cada jugador.
De las explicaciones, inferimos los siguientes argumentos: todos los ejemplos se
resuelven con un mismo razonamiento; el razonamiento de reparto proporcional
no es valido; el razonamiento debe contemplar lo que falta por ganar; el cédlculo
de posibilidades totales de ganar es relevante; el cilculo de posibilidades favora-
bles deriva del cdlculo de posibilidades totales. Los tres primeros argumentos se
complementan, mientras que los dos tltimos se subordinan. Por otra parte, no se
conectan ambas cadenas de argumentos ni se relacionan los puntos que faltan por
ganar con célculos de posibilidades ni con el de probabilidades.
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P1:  El mismo modo de repartir nos deberia llevar a algo que fuera también
bastante razonable. Pero seis euros para uno y nada para el otro, cuando
apenas habia empezado la partida, no sé, no veo que el mismo modo de
proceder convenza por igual. Se saquen los puntos que se saquen y se
interrumpa la partida cuando se interrumpa, deberfamos llegar a repartir
el dinero siempre convencidos. ;Qué se nos puede estar escapando? A lo
mejor ni siquiera los dos coma cinco euros y los tres coma cinco deberfan
convencernos porque el modo de proceder luego nos lleva a seis y cero.
Siempre deberia funcionar.

A2:  Pero... ;c6mo?

P1:  ;Alguien ha tenido en cuenta cudntos puntos les faltan para ganar la
partida cuando uno lleva siete puntos y el otro cinco? ;Y cuando uno de
los chicos lleva un punto y el otro lleva cero puntos? Entonces, jcudntos
puntos le faltan a cada uno para ganar? El chico que tiene solo uno y al
que le queriais dar los seis euros solo le lleva un punto de ventaja al chico
que no tiene ningln punto, ese que queriais dejar sin nada de dinero.
Tenemos que conseguir verlo de otro modo para que funcione. ;Por qué
decidimos los euros con los puntos que tienen? ;Por qué no estamos
viendo los puntos que les faltan?

Al:  Cuando solo le falta un punto por ganar, podemos verlo en negativo
porque todavia se puede perder.
P1:  Vamos a volver a pensar qué se interrumpe cuando uno ha ganado siete

puntos y el otro ninguno. Al chico que le falta un punto por ganar,
scudntas posibilidades tiene de ganar? ;Qué puede pasar? De todo lo que
puede pasar, ;qué le va bien a este chico?

Con respecto a la adaptacién de ejemplos y de explicaciones, el discurso de
la profesora responde a comentarios de una alumna hasta en tres ocasiones. Dos
ejemplos tienen el efecto de refutar comentarios de Al, de inmediato y cuando
la aproximacién de esta alumna al problema se retoma. No obstante, la pregunta
de A2 acerca de cémo proceder en la resolucién no se responde ni se retoma mds
adelante. Si hay indicios de que la respuesta a la alumna se comunica en el contexto
de cultura donde supuestamente hay un significado para ‘modos que sean bas-
tante razonables’ («El mismo modo de repartir nos deberia llevar a algo que fuera
también bastante razonable»). En sintesis, los niveles de seleccién, secuenciacién,
explicacién y adaptacién dan cuenta de una variacién por contraste seguida de
dos variaciones por similitud (N2), de una cadena de complejidad creciente con
dos ejemplos que se separan de dicha cadena (N1), de argumentos matemdticos
orientados a refutar las soluciones dentro del modelo proporcional y avanzar hacia
el célculo de posibilidades totales y favorables de ganar sin establecer conexiones
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entre ellos (N1) y, por dltimo, de la influencia de discursos de alumnos (N2). No
se observan argumentos sobre el cdlculo de probabilidades que apoyen la conexién
entre cdlculo de posibilidades y cdlculo de probabilidades. Esta conexién se co-
munica al escribir en la pizarra la férmula laplaciana acompafiada del comentario
«Esto es lo que tenéis que recordar». No hay, por tanto, comparacién de sucesos
mediante el cdlculo combinatorio de posibilidades favorables y desfavorables para
dos ejemplos. De ahi que se concluya que el discurso matemdtico de la profesora
no enlaza los ejemplos con la comparacién de probabilidades y su célculo.

El andlisis del cuarto indicador sugiere relaciones entre discursos. Dadas las evi-
dencias de comprensién mejorada de la tarea y de aproximacién al célculo de pro-
babilidades (con un cambio de razonamiento determinista a especulativo), puede
decirse que, por un lado, el discurso de la profesora proporciona la oportunidad de
explorar la tarea desde la perspectiva de las posibilidades de ganar de cada jugador
y, por otro lado, el discurso de la alumna proporciona la oportunidad de explicar
argumentos introducidos en la puesta en comin. Més en general, no obstante,
consideramos que una mayor exposicion del discurso de la profesora a discursos de
alumnos hubiera permitido mejorar la comunicacién de los procesos matemdticos
involucrados en la resolucién de la tarea.

ADAPTACION DEL DISCURSO MATEMATICO DE LA PROFESORA P2
A DISCURSOS DE ALUMNOS

Al igual que en el ejemplo anterior y dado el interés del capitulo por mostrar
relaciones entre la prictica profesional del profesor de matemdticas en clase y el dis-
curso del alumno, presentamos resultados de los cuatro indicadores mencionados
con énfasis en el Gltimo. En la clase con la profesora P2, vemos la comunicacién
de cuatro ejemplos: =7, b=5a=7,b=6;a=7,b=7;a=3, b =4. Excepto
por el dltimo, se observa una cadena mondétona de complejidad creciente al variar
los valores de b, relacionados estos aspectos con la seleccién (N3) y secuenciacion
de ejemplos (N2). Hay ademds dos argumentos concatenados que involucran a
todos los ejemplos: los ejemplos son matemdticamente resolubles; la situacién de
incertidumbre no es un obstéculo a la resolucién.

P2:  Este problema histérico se puede proponer de muchas maneras. Como os
lo doy: un jugador que ha llegado a siete puntos y otro que estd con cinco.
Pero también podria haber dicho que un jugador ha llegado a siete puntos
y el otro estd con seis, o que los dos jugadores estdn con siete puntos
cuando se interrumpe la partida... Si queréis pues que ninguno esté a
solo un punto, que uno tenga tres y el otro cuatro. En todos los casos se
soluciona matemdticamente sin saber qué hubiera pasado de verdad si la
partida hubiera continuado hasta el final (...)
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A3:  Sino sabemos lo que va a pasar realmente, pues no se puede solucionar.
O hay muchas soluciones...

A4:  Si, porque lo que va a pasar puede ser o esto, o aquello, o aquello otro...

P2:  Deacuerdo, no sabemos lo que va a pasar realmente, pero sabemos lo que

seguro que no va a pasar en la tirada trece. No puede pasar que el jugador
que tiene cinco puntos ya gané la partida.

A4:  Pero el jugador que tiene siete puntos ya podria ganar si le sale cara.

P2:  Pues eso, también podemos hablar seguro de lo contrario, de todo lo que
puede pasar.

A4:  Me he hecho un lio... jcudntos puntos tiene el otro?

P2:  Los dos tienen siete. Aciertas seguro si dices todo lo que puede pasar.

A4:  Seacaba la partida en la tirada que viene porque o gana uno o gana el otro.

A3:  Lamitad del dinero para cada uno. Hacemos el otro, que no es tan ficil.

P2:  Vamos poco a poco. Si ahora un jugador tiene siete puntos y el otro tiene
seis, acierto si digo que puede pasar todo esto... [en la pizarra, dibujo de
bifurcaciones].

A4: O se acaba en seguida porque el de siete saca un punto mds, o quedan
empatados en la tirada trece y luego estamos como antes, o gana uno o el
otro.

P2:  Vamos a ver, de aqui salen dos opciones, ocho y seis o siete y siete, y de
aqui salen otras dos, ocho y siete o siete y ocho [dibujo de bifurcaciones].
Acierto seguro si digo que pasard realmente una de estas tres opciones. Al
jugador con siete puntos, le encantan dos de estas tres opciones, y al que
tenia seis puntos solo le encanta una de estas tres. ;Si? No sabemos lo que
va a pasar, pero sabemos seguro todo lo que puede pasar y de todo esto
sabemos seguro lo que le va bien a cada uno. De ahi sale una relacién de
dos tercios y un tercio. El segundo podria ganar, pero solo le va bien una
de tres [escritura de 1/3]. ;Si? Al otro le van bien dos de tres [escritura de
2/3]. Es mds, dos tercios que un tercio. Entonces es mds probable que
gane el primero. Sin saber qué pasard de verdad, hemos conseguido resol-
verlo matemdticamente.

Cuando dos alumnos (A3 y A4) solicitan ayuda, se produce una cadena de
explicaciones con argumentos conectados: lo no posible es predecible con certeza;
todo lo posible es predecible con certeza; todo lo posible y favorable es predecible
con certeza; la relacién entre posible y favorable es relevante; la comparacion de
esta relacién es comparaciéon de probabilidades. A pesar de que son argumentos
validos, notamos que para el ejemplo @ = 7 y b = 6 se indica que hay tres posibi-
lidades de desarrollo del juego que son equiprobables. Esto pasa inadvertido en
este momento, pero al quedar escritas las probabilidades equivocadas en la pizarra
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(2/3 y 1/3), el error se detecta y modifica poco mds tarde. Con respecto a la adap-
tacién de ejemplos y de explicaciones, el discurso de P2 incorpora apreciaciones
que precisan cuestiones introducidas por discursos de A3 y de A4 (N3). Cuando se
menciona el hecho de que no se puede predecir con certeza lo que va a pasar en las
tiradas siguientes, desde el discurso de P2 se sigue con esta consideracién, lo cual
lleva a elaborar un argumento acerca de la posibilidad de predecir con certeza lo
que no va a pasar. Por otro lado, cuando se comunica la posibilidad de ganar para
el caso del jugador de un ejemplo, de nuevo se da continuidad y amplia esta con-
sideracién mediante un argumento acerca de la posibilidad de predecir con certeza
todo lo que puede pasar. La relacién entre discursos, con afirmaciones seguidas de
argumentos, se mantiene habiendo también respuesta directa a una pregunta en
el discurso de A4. Todo esto permite concluir sobre una elevada adaptacién del
discurso de la profesora, que debe sin embargo matizarse con la comunicacién
transparente de significados adecuados para el término «matemdticamente».

En el andlisis del discurso matemdtico de esta profesora vemos un doble im-
pacto: el producido en el propio discurso de la profesora durante la adaptacién
a discursos de alumnos y el producido en los discursos matemdticos de alumnos.
Encontramos evidencias de cambio de comprensién de la tarea en los discursos de
A3y A4, que han sido influyentes en la elaboracién de argumentos acerca de la no-
cién de probabilidad. En el discurso de A3 se produce un cambio de considerarse la
tarea irresoluble o bien con mdltiples soluciones a comunicarse una solucién para
un ejemplo. Inferimos que los discursos de P2 y de A4 facilitan que se considere
esta solucién. Vemos una situacién similar cuando se pasa de sugerir la multipli-
cidad de soluciones a mencionar las posibilidades de ganar con un razonamiento
combinatorio aplicado a un ejemplo. El impacto del discurso de P2 en discursos de
alumnos sugiere que la exploracién del ejemplo 2= 7y b = 7 genera oportunidades
de aprendizaje relevantes en la comprensién del cdlculo de probabilidades. El im-
pacto hubiera sido mayor, no obstante, si en las explicaciones finales se hubieran
retomado los ejemplos a los cuales se ha dedicado tiempo en la presentacién de la
tarea o si se hubiera revisado su papel cuando se comunica que no se ha clarificado
con qué ejemplo se va a trabajar. No se observan, por tanto, conexiones matemd-
ticas entre todos los elementos (N2), ni tampoco parece sistemdtica la utilizacién
de ¢jemplos. Como en el ejemplo anterior, volvemos a conjeturar que una mayor
exposicién a discursos de alumnos, hubiera podido mejorar el establecimiento de
conexiones entre argumentos en el discurso de la profesora.

DISCURSO DEL AULA DE MATEMATICAS

Para la discusién de la préctica profesional del profesor de matemdticas, he-
mos reflexionado acerca de la prictica discursiva de este profesor en relacién con
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el discurso del alumno en clase. Ademds, hemos resumido nuestra propuesta de
andlisis textual del discurso, del profesor y del alumno, situdndolo en el contexto
especifico de cultura donde se produce. Este es el punto de partida de nuestra
aproximacién al discurso del aula de matemdticas. Tanto el discurso matemadtico
del profesor como el del alumno en clase se desarrollan en la medida que son
contestaciones a los discursos con los que interactGan; en este escenario de inte-
raccién, emerge la coordinacién de textos y significados del aula de matemdticas.
En particular, el discurso hablado del aula, tiene forma de conversacién donde el
cambio de actor es recurrente, el orden y la duracién de discursos especificos no
estdn univocamente establecidos y el contenido de lo que se comunica se puede
anticipar, pero no determinar.

La Figura 5 representa el discurso del aula de matemdticas en su actividad de
comunicar matemadticas y la mds general de comunicar cultura, esto es, modos de
hablar y de hacer (matematicas en el aula, en pareja y en grupo, en la escuela, en
el sistema escolar con tecnologia digital...) que se han ido construyendo como
adecuados en el contexto y que a menudo son objeto paciente en el texto visible.
Cuando un profesor dice a un alumno que «el tridngulo estd en ldpiz», puede estar
pidiendo que se dibuje con boligrafo, lo cual ni el alumno ni el investigador pue-
den deducir solo a partir del texto. El contexto de cultura fija el significado. Cuan-
do un profesor dice de un problema que se debe «resolver matemdticamente, la
interpretacion del calificador tiene que ver con los significados para hablar y hacer
matemdticas fabricados en el contexto. En Planas, Arnal-Bailera y Garcia-Honrado
(2018), se ilustran discursos de profesor donde los modos de hablar y de hacer en la
resolucién de un problema de probabilidad se vinculan con un supuesto quehacer
de la matemadtica escolar («En todos los casos se soluciona matemdticamente», p.
53; «Hemos conseguido resolverlo matemdticamente», p. 54) sin que dichos mo-
dos se comuniquen en el texto literal. También en Arnal-Bailera y Planas (2013)
puede leerse sobre la comunicacién transparente de los modos de utilizar la pizarra
digital interactiva junto a programas de geometria dindmica en la resolucién de
problemas de matemdticas. El contexto de cultura se hace notar en la actividad
matemdtica pero no se habla, ni se explica o prepara mediante textos ofrecidos en
clase porque no se piensa como objeto de ensehanza.

Comunicar cultura

Comunicar matemdticas

Discurso del aula Discurso matematico del aula de

matematicas

Figura 5. Linea de estudio sobre el discurso del aula
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Dada la centralidad del contexto de cultura en la coordinacién del discurso
del alumno, del profesor y del aula de matemadticas, encaminamos estas dltimas
lineas a la necesidad de estudiar mds a fondo aspectos de la cultura del aula. Cabe
profundizar en aspectos que se acostumbran a manifestar de manera transparente
—como objeto paciente de la comunicacién— en la préictica profesional discursiva
del profesor. Hace mds de dos décadas, Yackel y Cobb (1996) se refirieron a: «las
regularidades en la actividad comunitaria o colectiva del aula que pueden consi-
derarse conjuntamente establecidas por profesor y alumnos como miembros de la
comunidad del aula» [nuestra traduccién del inglés] (p. 178). Nombraron nor-
mas sociomatemdticas a las regularidades particulares de la actividad matemdtica
(e.g., qué cuenta como explicacion en clase de matemdticas, como ejemplo de un
objeto matemdtico, como demostracién matemdtica) y alertaron sobre la escasa
atencién a su ensefianza en la prictica profesional, a pesar de la obligacién exigida
al alumno de reconocerlas, aprenderlas y utilizarlas. Una funcién de la préictica del
profesor de matemdticas en su ensefianza es comunicar proposiciones declarativas
(e.g., cudntos vértices tiene un cuadrildtero, cudles son las ternas pitagéricas), pero
también rutinas y obligaciones, que no son socialmente neutras, ni diddcticamente
adecuadas per se, sino fruto de la constitucidon naturalizada de modos de hablar y
de hacer matemdticas en la escuela. Precisamente uno de nuestros aprendizajes ha
sido descubrir discursos matemdticos de alumnos que retan y enriquecen el discur-
so del profesor con preguntas sobre contenidos que se empiezan considerando en
el grupo préximo de alumnos y que incorporan dudas razonadas sobre cudles son
los modos adecuados de hablar y de hacer matemdticas en clase. En Civil y Planas
(2004) relatamos situaciones donde los alumnos decidian sobre la adecuacién de
ciertos modos en funcién de quién era el alumno que los habia introducido. Ya sea
en el andlisis de la adapracién a discursos de alumno o en el del discurso en inte-
raccién entre alumnos, la propuesta de estudiar el texto debe incorporar reflexiones
acerca de lo que tiene significado y valor en el contexto. Estas reflexiones permiten
concluir sobre la construccién conjunta de una generalizacién algebraica en la ac-
tividad de Jose y Gabriel, o bien sobre la existencia velada de significados para ‘ma-
temdticamente’ en la comprensién del cdlculo de probabilidades en el aula de P2.

Desde un punto de vista diddctico, el problema de la transparencia de las nor-
mas del aula estd asociado a la concepcién y al desarrollo de la practica profesional
del profesor de matemdticas. Si bien las normas sociomatemdticas se hacen notar
en la ensefianza y son objeto de aprendizaje y evaluacién, no se acostumbran a en-
sefar porque se suponen sabidas, compartidas y estandarizadas. Asi, se espera del
alumno que hable y escriba las matemdticas en clase como lo harfa un profesor de
matemdticas sin que haya habido una practica profesional del profesor deliberada y
sostenida en el tiempo al respecto. Se entra en un circulo complicado que dificulta
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suponer lo que harfa el profesor de matemadticas. Como quiera que comunicar cul-
tura y comunicar matemdticas no se pueden separar mds que artificialmente, con-
viene formar al profesor en una interpretacién amplia del contenido matemdtico
que tiene que ensefar. Esto es, formarle en la produccién, distribucién y consumo
de normas sociomatemadticas mediante la incorporacién de textos visibles en el dis-
curso del aula. Lo que en particular significa que, en lugar de darse por sentadas, las
normas deben justificarse reflexivamente en relacién con otras opciones de hablar
y de hacer alternativas. Esto nos lleva finalmente a la cuestién del desarrollo profe-
sional del profesor de matematicas. Una consecuencia de la necesidad de explicar y
justificar reflexivamente las normas es la demanda al profesor de sofisticadas habi-
lidades dialdgicas de adaptacién y atencién al discurso del alumno.

En varios de los proyectos en los que hemos participado, el discurso del profesor
de matemdticas en clase ha sido investigado como objeto cualitativo de desarrollo
profesional. En los capitulos de Hunter, Civil, Herbel-Eisenmann, Planas y Wag-
ner (2018), se reconoce de manera recurrente el contexto de cultura y su influencia
en la prictica profesional de aula. Ahi se relatan iniciativas —algunas basadas en ex-
perimentos de ensenanza— de deconstruccién de culturas del aula de matemdticas
que relegaban sistemdticamente y de manera transparente ciertos modos de hablar
y de hacer y, con ello, reducian la distribucién equitativa de oportunidades de par-
ticipacion, entre alumnos y entre alumnos y profesor. Varios de los capitulos de ese
volumen estdn escritos por equipos de investigadores universitarios y profesores de
aula, que explican sus experiencias de desarrollo profesional en colaboracién y de
transformacién de culturas de aula mediante la mejora de las habilidades dialégicas
del profesor de matemadticas en su comunicaciéon con los alumnos. También el caso
de Brayan, en Arnal-Bailera y Planas (2013), es ilustrativo de una experiencia de
ensefianza orientada a la deconstruccién de modos de hacer y de hablar matemdti-
cas que excluian la participacién de modos ajenos al capital social y cultural privile-
giado por la institucion escolar. En todos estos estudios, la ‘adaptacién de ejemplos
y de explicaciones’ es un indicador util para identificar y evaluar la construccién
compartida del discurso matemdtico del profesor y sus efectos.
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RESUMEN

El interés por investigar la préctica del profesor ha llevado al desarrollo de modelos para
el andlisis de la interaccién y practica educativa en el aula. En este capitulo, se analiza la
préctica profesional de un profesor en una clase de matemdticas en la que se aborda la me-
dida de longitud con alumnos de 12-13 afos. Se usan las herramientas de andlisis diddctico
propuestas desde el modelo de Conocimientos y Competencias Diddctico-Matemdticas
(CCDM), las cuales se basan en constructos del Enfoque Ontosemidético de la Cognicién
e Instruccién Matemdtica, para realizar una radiografia que ilustra la estructura y funcio-
namiento de la clase.

Palabras clave: prdctica del profesor, andlisis diddctico, medida de longitud.

ABSTRACT

The interest to investigate the practice of the teacher has led to the development of
models for the analysis of the interaction and educational practice in the classroom. In this

Vanegas, Y., Font, V., Pino-Fan, L. (2019). Andlisis de la practica profesional de un profesor
cuando explica contenidos de medida. En E. Badillo, N. Climent, C. Ferndndez y M. T. Gonzdlez
(Eds.), Investigacion sobre el profesor de matematicas: formacién, prictica de aula, conocimiento y compe-
tencia profesional (pp. 43-62). Salamanca: Ediciones Universidad Salamanca.
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chapter, we analyze the professional practice of a teacher in a mathematics class in which
the measure of length is studied with 12-13-year-old students. We used the didactic analysis
tools proposed by the Didactic-Mathematical Knowledge and Competence Model, which
are based on constructs of the Ontosemi6tic Approach of Cognition and Mathematical
Instruction (OSA), to carry out a radiograph for illustrating the structure and performance
of the class.

Keywords: teacher’s practice, didactic analysis, length measurement.

INTRODUCCION

A INVESTIGACION sobre el profesor ha evolucionado desde perspectivas mds

cognitivas en las que se estudia el pensamiento del profesor (Leinhardt y

Greeno, 1986; Shulman, 1986; Simon y Tzur, 1999), hasta perspectivas mds
antropoldgicas y socioculturales en las que se estudia el conocimiento y prictica
profesional del profesor (Gavildn, Garcia y Llinares, 2007; Lerman, 2001; Ramos y
Font, 2008; Sensevy, Schubauer-Leoni, Mercier, Ligozat y Perrot, 2005). El interés
por investigar la prictica del profesor ha llevado al desarrollo de modelos para el
andlisis y la mejora de la interaccién y préctica educativa en el aula (Coll y Sdnchez,
2008), dichos modelos han desarrollado herramientas y métodos de investigacién
que ofrecen amplias perspectivas para afrontar este objetivo (Gellert, Becerra, y
Chapman, 2013). Algunos ejemplos claros de estos enfoques son: Lesson Study
(Ferndndez y Yoshida, 2004), Mirar con sentido profesional (Fortuny y Rodriguez,
2012; Llinares, 2012; Mason, 2002), 7he Knowledge Quartet (Rowland, Huckstep
y Thwaites, 2005), Concept Study (Davis, 2008); en estos se trata de promover la
reflexién del profesor sobre la accién, de manera individual o en interaccién con
sus pares, identificando factores claves que afectan los procesos de instruccién y asf,
tomar decisiones basadas en tales reflexiones. Entre estas propuestas encontramos
el modelo de andlisis diddctico formulado por el Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicién e Instruccién Matemdtica (EOS a partir de ahora) (Badillo, Figueiras,
Font y Martinez, 2013; Font, Planas y Godino, 2010; Godino, Contreras y Font,
2006; Mateus, 2016; Pochulu, Font y Rodriguez, 2016), que ha desarrollado he-
rramientas de andlisis especificas que ayudan a realizar tres tareas bdsicas del trabajo
docente: descripcion, explicacién y valoracién de la prictica de ensehanza y de
aprendizaje. En este modelo se entiende la prictica del profesor de matemdticas,
sobre todo, como «una prictica» que posibilita que los alumnos realicen practicas
matemdticas.

Después de esta introduccién, en las siguientes secciones se presenta un resu-
men de las herramientas generadas en el marco del EOS para el andlisis de la pricti-
ca del profesor y se comenta su uso en la formacién de profesores. A continuacién,
se presenta el contexto donde tuvo lugar la préictica del profesor que serd analizada
con dichas herramientas. Seguidamente se muestra el uso de estas herramientas
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en el andlisis de un episodio de la clase. Por dltimo, se presentan unas reflexiones
finales sobre las implicaciones de esta investigacién para el formador de profesores
de matemdticas.

HERRAMIENTAS PARA EL ANALISIS DE LA PRACTICA MATEMATICA.
UNA PROPUESTA DESDE EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO

A continuacion, se presenta una sintesis del modelo Conocimientos y Compe-
tencias Did4ctico-Matemdticas del profesor de matemdticas (CCDM) y del mode-
lo de andlisis diddctico propuesto por el EOS, que sirve en este caso de fundamento
para realizar el andlisis del episodio.

EL MoperLo CCDM

En el marco del EOS se ha desarrollado un modelo tedrico de conocimientos
del profesor de matemdticas. Tal como afirman autores como Pino-Fan, Assis y
Castro (2015) y Pino-Fan, Godino y Font (2018), una de las perspectivas de de-
sarrollo de dicho modelo es el encaje de la nocién de conocimiento con la nocién
de competencia del profesor. Por otra parte, también en el marco del EOS, se han
realizado diversas investigaciones sobre las competencias del profesor de matemd-
ticas (Breda, Font, Lima y Pereira, 2018; Ferreres y Vanegas, 2015; Font, 2011;
Giménez, Font y Vanegas, 2013; Godino, Giacomone, Font y Pino-Fan, 2018;
Pochulu et al., 2016; Rubio, 2012; Seckel, 2016), las cuales también han puesto
de manifiesto la necesidad de contar con un modelo de conocimientos del profesor
para poder evaluar y desarrollar sus competencias. En el modelo CCDM se consi-
dera que las dos competencias clave del profesor de matemadticas son la competen-
cia matemdtica y la competencia de andlisis e intervencién didéctica, cuyo nutcleo
fundamental (Breda, Pino-Fan y Font, 2017; Font, 2011; Godino, Giacomone,
Batanero y Font, 2017) consiste en: Disesiar, aplicar y valorar secuencias de aprendi-
zaje propias y de otros, mediante técnicas de andlisis diddctico y criterios de idoneidad,
para establecer ciclos de planificacion, implementacion, valoracion y plantear propues-
tas de mejora.

En diferentes investigaciones y contextos de formacién, se han disenado e
implementado ciclos formativos para que los profesores (o futuros profesores)
desarrollen las competencias de este modelo y aprendan los conocimientos que
se contemplan en él (Rubio, 2012; Pochulu et al., 2016; Seckel, 2016). Se trata
de ciclos formativos en los que se pretende ensefar a los participantes los ti-
pos de andlisis diddctico que se contemplan en el modelo de andlisis did4ctico
propuesto por el EOS. Se trata de ciclos formativos (talleres) disefiados como
entornos de aprendizaje de manera que: 1) los asistentes tengan una participa-
cidn activa a partir del andlisis de episodios de aula; y, 2) los tipos de andlisis que
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propone dicho modelo de anilisis emerjan de la puesta en comun realizada en
el gran grupo.

MobEeLo DE ANALISIS DIDACTICO PROPUESTO POR EL EOS

El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matemdtica
(Contreras, Garcia y Font, 2012; Font et al., 2010; Pino-Fan, Assis y Godino,
2015; Pochulu y Font, 2011) considera cinco tipos de andlisis sobre los procesos
de instruccién: 1) Identificacién de practicas matemadticas; 2) Elaboracién de las
configuraciones de objetos y procesos matemadticos; 3) Andlisis de las trayectorias e
interacciones diddcticas; 4) Identificacién del sistema de normas y metanormas; vy,
5) Valoracién de la idoneidad didéctica del proceso de instruccién.

El primer tipo de andlisis explora las pricticas matemdticas hechas en un proce-
so de instruccién matemidtico. El segundo tipo de anilisis se centra en los objetos
y procesos matemadticos que intervienen en la realizacién de las practicas, asi como
los que emergen de ellas. El tercer tipo de andlisis diddctico estd orientado, sobre
todo, a la descripcién de los patrones de interaccidn, a las configuraciones diddc-
ticas y su articulacién secuencial en trayectorias diddcticas; las configuraciones y
trayectorias estin condicionadas y soportadas por una trama de normas y metanor-
mas. El cuarto tipo de andlisis estudia dicha trama.

Los cuatro primeros tipos de andlisis son herramientas para una diddctica des-
criptiva-explicativa, mientras que el quinto se centra en la valoracién de la idonei-
dad didéctica. Este tltimo tipo se basa en los cuatro andlisis previos y es una sintesis
orientada a la identificacién de mejoras potenciales del proceso de instruccién en
nuevas implementaciones.

El modelo de andlisis diddctico propuesto por el EOS integra aspectos del lla-
mado enfoque epistemoldgico y de las teorfas socioculturales. Por una parte, el
andlisis de las prdcticas, objetos y procesos matemdticos permite describir las ma-
temdticas del proceso de instruccién analizado. Mientras que el andlisis de las inte-
racciones y de la dimensién normativa permite describir la interaccién producida
en el proceso de instruccién y las normas que la regulan. Por tltimo, los criterios
de idoneidad implican la incorporacién de una racionalidad axioldgica en la educa-
cién matemdtica que permita el andlisis, la critica, la justificacién de la eleccién de
los medios y de los fines, y la justificacién del cambio, entre otros aspectos.

El desarrollo de la competencia de andlisis e intervencién didéctica permite a
los profesores realizar estos tipos de andlisis diddctico y, a su vez, los dispositivos de
formacién para la ensenanza y aprendizaje de estos tipos de andlisis diddctico con-
tribuyen al desarrollo de dicha competencia y a la adquisicién de los conocimientos
del profesor contemplados en el modelo CCDM (Pino-Fan, Godino y Font, 2018,
Rubio, 2012; Seckel, 2016).
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A continuacidn, se presenta parte del andlisis de una clase con el que se preten-
de mostrar algunos de los tipos de andlisis diddctico contemplados en el modelo
propuesto por el EOS (Font et al., 2010; Font y Rubio, 2014; Pino-Fan et al.,
2015). En particular, se presenta la primera fase, que consiste en el andlisis experto
de los cuatro primeros tipos de andlisis de dicho modelo de una clase sobre conte-
nidos de medida.

CONTEXTUALIZACION DE LA CLASE ANALIZADA

La clase que serd objeto de nuestro andlisis tiene una duracién aproximada de
50 minutos, se desarrolla en el primer ano de educacién secundaria de un Institu-
to, con 25 alumnos de 12 y 13 afios. El instituto estd ubicado en la poblacién de
Vilassar de Mar, provincia de Barcelona, y es de cardcter publico.

La clase forma parte de una secuencia de sesiones orientadas al estudio de la
nocién de medida de longitud. Con esta secuencia el profesor tiene como intencio-
nalidad que se relacione la nocién de medir inicialmente con la idea de comparar,
buscando con esto alejar a los alumnos de la concepcién usual de que medir es
calcular. Las primeras actividades de la secuencia se centran en la identificacion de
unidades arbitrarias tradicionales no decimales asociadas al cuerpo humano (pal-
mos, codos, brazadas, etc.) y en el cambio de unidades. Las actividades siguientes
se refieren al deseo europeo de llegar a una unidad de medida comun para todos y,
finalmente, a cémo se llegé a determinar la medida del metro. Se plantean activi-
dades en las que se pretende que los alumnos reconozcan la inconveniencia del uso
de instrumentos de medida con diferentes unidades de medida. Se contextualiza la
situacion con el contexto histérico que dio lugar a la creacién del metro.

Para el andlisis de la clase hemos subdividido el registro en nueve episodios que
denominamos configuraciones didécticas (Godino et al., 2006), de acuerdo con los
planteamientos del EOS. Cada una de las configuraciones diddcticas (CD) muestra
las interacciones en torno a una situacién problema y finaliza cuando inicia otra.
Aunque el criterio bdsico para determinar una CD es la realizacién de una tarea,
tal y como lo plantean Font, Bolite y Acevedo (2010), la agrupacién de las lineas
de transcripcion es flexible y queda a criterio del investigador.

Episodio 1: se hace una introduccién del uso de medidas convencionales de tipo
local. Se toma el ejemplo de la cana, enunciando datos numéricos que indican el
tamano de cada una y se enfatiza la diferencia de éstos dependiendo del lugar en
el que eran usadas.

Episodio 2: se centra en la ubicacién de la problemadtica de la diversidad de uni-
dades de medida en el contexto social, las implicaciones que tenia y la necesidad de
una unidad convencional universal.

Episodio 3: estd orientado a realizar cambios de una medida dada en una unidad
convencional de tipo local a metros.
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Episodio 4: estd centrado en la realizacién de comparaciones entre medidas,
mediante comparaciones numéricas con la misma unidad.

Episodio 5: se centra en el planteamiento de un problema de comparacién de
medidas con unidades diferentes.

Episodio 6: se centra en la discusién y argumentacion sobre el proceso de con-
mensurabilidad, que surge como respuesta al problema abordado en el episodio
anterior.

Episodio 7: se busca resaltar la propuesta de representacién y comparacién del
metro y la cana que ha realizado una estudiante en el desarrollo del problema del
episodio 5.

Episodio 8: se valida el proceso de conmensurabilidad de medidas propuesto por
un estudiante, para comparar medidas con unidades diferentes.

Episodio 9: se reconstruye el procedimiento multiplicativo de cambio de unidad
en otro contexto (paso de leguas a metros, usando como referencia la relacién de
leguas a canas y de canas a metros).

A partir de la transcripcién completa de la clase, se observa que el profesor en su
implementacién pretende que los alumnos reconozcan: a) el valor de la unidad de
medida universal por la necesidad de lo convencional; b) la no arbitrariedad de una
unidad de medida acordada. En los distintos episodios se reconocen los contenidos
siguientes: a) identificar los dos componentes de una medida: la unidad y el nime-
ro asociado al ndmero de veces que se encuentra la unidad (en los episodios 1, 2,
3y 4); b) usar comparaciones entre medidas de la misma especie (misma unidad y
unidades diferentes, en los episodios 4, 5, 6) y, ¢) establecimiento de una relacién
multiplicativa asociada al cambio de medidas con unidades diferentes (episodios

5,6y7).

ANALISIS DEL EPISODIO 1

Al inicio de la clase el profesor evoca el recuerdo de la clase anterior en la que
se reconocieron tipos de unidades no convencionales para la medida de longi-
tud que se usaban en Catalunya en los siglos XVI-XVIII. Se habia hablado de un
patrén llamado cana, al que se le asignaba un valor diferente dependiendo de la
poblacién. Remarca los inconvenientes de la ausencia de la medida comun. En el
episodio 1 (transcripcién que se muestra a continuacién) se hace una introducciéon
al contenido del uso de medidas convencionales de tipo local. Se toma el ejemplo
de la cana como medida que se materializa mediante datos numéricos diferentes
(dependiendo del lugar), y se muestra posteriormente el inconveniente que generd
dicha diversidad de medidas y la necesidad de construir una unidad de medida de
longitud universal: el metro.



\S}

O 0 N &\ Nk W

14

15

16

17
18
19
20

21

22
23

24

25

26
27
28
29

ANALISIS DE LA PRACTICA PROFESIONAL DE UN PROFESOR CUANDO EXPLICA CONTENIDOS DE MEDIDA

Al10

49

Antes que nada, voy a daros unos datos para poder hacer el problema. ;Estdis
preparados?

La Cana de Montpeller (Montpeller es una poblacién del sur de Francia actual-
mente, que los franceses llaman Montpellier, en cataldn la llamamos Montpe-
ller), media:

Atencién al ndmero, todos a la vez

Uno coma nueve, ocho, siete, nueve metros

Uno coma nueve, ocho, siete, nueve metros

Y qué?

Y que nada

¢Uno cémo? ...

Todos a la vez

:Cbémo?

Por lo tanto, fijaros que la cana de Montpeller es uno coma nueve. Quiere decir
que casi... ;Casi qué?

Dos metros

iCasi dos metros!

Era una cana muy larga. Una cana mds o menos asi... Sabéis que dos metros
serfa, mds o menos, la altura de una persona con la mano levantada. O si que-
réis la altura de un jugador de baloncesto

Unos dos metros

La cana del Baix Camp (sabéis que es una comarca de Catalunya). La cana del
Baix Camp hacfa (todos juntos) uno coma cinco, cinco, cinco metros. Uno
coma cinco, cinco, cinco metros.

Atencidn, fijaros que uno coma cinco

Mis que un metro

Mucho més pequefio

Mucho més pequefio

La diferencia era muy grande. No era una diferencia pequefa. La diferencia es
de trozos enormes

Esta cana se usaba también en Barcelona

Hablan varios alumnos simultdneamente

Esta cana se usaba en Barcelona y en el Maresme, pero no en Arenys. ... pero
no Arenys. Donde su canaera ...

Donde su cana era de ... y ahora todos juntos

Uno coma cinco, seis, cuatro, metros

Murmullos

Uno coma cinco, seis, cuatro, metros

¢:Cinco, seis, cuatro?

Metros
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30 P:

una poblaciéon del Maresme, incluso estando en la misma comarca.

31 P: Fijaros hasta qué punto el enredijo era enorme
32 P uno de Blanes
33 A4: Pero gsilo hubieran medido con palmos? ;Por qué no...?

34 P:

do con los pasos.
35 A7: Aquel senor... (no se entiende lo que sigue en el video)

Si os fijdis en el Mareseme se utilizaba la misma cana, pero no en Arenys que es

Si un comerciante de Arenys con uno de Mataré tenfan canas diferentes con

Porque los palmos no son iguales. Tt sabes que los palmos, ya lo habéis proba-

Este es el acuerdo al que no habian llegado hasta entonces. Es lo que la revolu-

36 D

con ese enredo de canas diferentes y que hay que unificar todas las
una sola

IDENTIFICACION DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS

cién francesa propone. Los revolucionarios franceses proponen que se termine
medidas en

En este nivel se pretende identificar las pricticas matemdticas realizadas en el
proceso de instruccion. El profesor es quien realiza mayoritariamente las practicas
matemdticas de este episodio dado que estd contextualizando la problemdtica de
la sesién. Los alumnos, a peticién del docente, realizan pequefias intervenciones
fundamentalmente procedimentales y de registro. En la Tabla 1 se describen las

prdcticas matemdticas identificadas.

Tabla 1. Précticas matemdticas identificadas en el episodio 1

PRACTICAS MATEMATICAS SUJETO
PP1: Lee y enuncia la medida de la cana de Montpeller, la cana de Baix ~ Profesor

Camps; la cana de Arenys. Indicando en cada caso un niimero decimal.
PP2: Contextualiza cada dato que enuncia, indicando las poblaciénes en
que eran utilizadas cada una de las canas.

PP3: Realiza una aproximacién de la medida de la cana de Montpeller.
PP4: Realiza comparaciones entre las medidas de las canas, para resaltar las
diferencias de tamafios.

PP5: Relaciona el tamafio de las canas con referentes cotidianos.

PP6: Plantea el problema de no tener una unidad de medida de longitud
convencional universal.

PP7: Interviene para aclarar la duda de un estudiante sobre el uso de una
unidad de medida de longitud no convencional: los palmos, y explica por
qué ésta no resolveria el problema de tener una unidad de medida comn.
PP8: Considera el valor del contexto histérico en la definicién de activida-
des para la clase de matemdticas.
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PRACTICAS MATEMATICAS SUJETO

PA1: Atienden y registran las cantidades numéricas (nimeros decimales) Alumnos
y
que indican del tamafo de cada una de las canas.

PA2: Siguen los aspectos que relacionan las canas y los lugares en los que
eran usadas.

PA3: Realizan un procedimiento de redondeo.

PA4: Realizan comparaciones entre cantidades numéricas, para determinar
qué cana es mayor 0 menor.

PA5: Proponen el uso de una unidad de medida no convencional.

De estas précticas emergen diferentes tipos de objetos matemadticos primarios:
lenguaje, situaciones problema, definiciones, proposiciones, procedimientos y ar-
gumentos —los cuales se articulan formando configuraciones epistémicas cuyo andlisis
nos informa de la «anatomia de un texto matemdtico»— y también se activan pro-
cesos, entre otros: generalizacién—particularizacién; institucionalizacién—personali—
zacion; representacién-significacion; descomposicién-reificacién; idealizacién-ma-
terializacién y los procesos asociados a los objetos matemdticos: comunicacién,
definicién, enunciacién, argumentacion.

ANALISIS DE LOS OBJETOS PRIMARIOS

A continuacién (Tabla 2), se presenta la configuracién epistémica de objetos
primarios correspondiente al episodio 1, en la cual la situacién-problema que la
motiva, aunque no aparece en la transcripcién de manera explicita, se podria expre-
sar del siguiente modo: ;Cdmo llegar a una unidad de medida de longitud, aceprada
por todo el mundo?

Tabla 2. Objetos primarios matemdticos en el episodio 1

OBJETOS PRIMARIOS SUJETO

Problema

:Cémo llegar a una unidad de medida de longitud estdndar aceptada por todo

Profesor
el mundo?

Proposiciones

P1: La cana de Montpeller mide uno coma nueve, ocho, siete, nueve metros Profesor
P2: La cana de Baix Camp mide uno coma cinco, cinco, cinco metros Profesor
P3: La cana de Arenys mide uno coma cinco, seis, cuatro metros Profesor
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Definiciones
D1: Unidad de medida de longitud convencional de tipo local (Cana de

. Profesor
Montpeller, Baix Camp, Arenys)
D2: Unidad de medida de longitud estdndar (Metro) Profesor
D3: Unidad de medida no convencional: Palmos Alumnos
Procedimientos
M1: Redondeo Alumnos
M2: Comparacién Profesor
Lenguaje
L1: Verbal oral [Cana de Montpeller; cana de Baix Camp; cana de Arenys,
Metro; Palmos, casi, que; dos metros; mucho mds pequeno; diferencia; uno Profesor

coma nueve, ocho, siete, nueve metros; uno coma cinco, cinco, cinco metros;
uno coma cinco, seis, cuatro metros|

L2: Verbal escrito [Ntimeros decimales, simbolos para unidades de medida] ~ Alumnos

L3: Gestual [Indicaciones del tamano de las canas con los brazos y el cuerpo,

mostrando una altura del piso a la mano] Profesor
Argumentos

Al: Se habia podido medir con palmos Alumno
A2: Teésis: Los palmos no pueden ser. Razdn: Los palmos no son iguales Profesor

A3: Tiene que ser una nueva unidad de medida de longitud (metro), que sea Profesor
igual para todos

Si consideramos los aspectos del conocimiento para la realizacién y evaluacién
de la prictica que permiten resolver esta situacién problema —entender cémo se
llega a definir una unidad de medida de longitud aceptada por todos (metro)—,
vemos el uso de lenguajes verbales, simbélicos y gestuales. Estos lenguajes son la
parte ostensiva de una serie de definiciones, proposiciones y procedimientos que
intervienen en la elaboracién de argumentos para decidir si los razonamientos rea-
lizados son satisfactorios. Dichos elementos se articulan en lo que desde el EOS se
denomina una configuracién epistémica (ver Figura 1).
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sCémo llegar a una unidad de medida de longitud estdnda
aceptada por todo el mundo?

SITUACION PROBLEMA J
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DEFINICIONES (CONCEPTOS)

Previos: Medir, unidades de medida no convencionales, uni-
dades arbitrarias tradicionales no decimales
Emergentes: Unidades de medida de longitud convencional

E \ detipo local, unidad de medida de longitud estindar (metro)
PROCEDIMIENTOS
G Emergentes: Redondeo, comparacién
PROPOSICIONES

L, | *La cana de Montpeller mide uno coma nueve, ocho, siete,
nueve metros
*La cana de Baix Camp mide uno coma cinco, cinco, cinco

A metros
*La cana de Arenys mide uno coma cinco, seis, cuatro metros
*Era una cana muy larga

é ARGUMENTOS )

Explicaciones que pretenden facilitar la comprension

Ante la afirmacién de un estudiante: “Se habfa podido medir con
palmos”

Tesis: Los palmos no pueden ser

Argumento 1: Los palmos no son iguales.

Argumento 2: Tiene que ser una nueva unidad de medida de longi-
tud (metro), que sea igual para todos.

G

J

Figura 1. Configuracién epistémica en el episodio 1

ANALISIS DE LOS PROCESOS MATEMATICOS

En la Tabla 3 se describen algunos de los procesos matemadticos, con lo que se
busca reconocer el «funcionamiento» de la actividad matematica, es decir, como
interactdan los objetos primarios detallados en la Tabla 2 en una perspectiva tem-

poral y dindmica.

Se observa que no se da un proceso de institucionalizacién bien definido, pues-
to que el docente busca fundamentalmente mostrar la problemdtica, acudiendo a
los elementos histéricos como medio. Dominan los elementos de enunciacién y
comunicacién por parte del docente y sélo se argumenta ante una breve interven-

cién de un estudiante.

53
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Tabla 3. Procesos matemadticos en el episodio 1

PROCESOS MATEMATICOS SUJETOS

Enunciacién / Particularizacién: Al detallar los datos de las medidas de Profesor

las canas (4, 5, 16, 17, 25, 27)

Descomposicién / Reificacién: Aproximaciones de una medida en rela- Profesor,
cién con la aproximacién de un ntmero (12, 13, 14, 18, 19, 20) Alumnos

Representacién y Materializacién: Al mostrar el tamano de la cana con Profesor,
un gesto, indicando una altura, aludiendo a referentes de la vida cotidiana  Alumnos
para que los alumnos se hagan una idea del tamano de la cana en relacién
con la cantidad que indica los nimeros que estd dictando (13, 14, 18, 19)

Enunciacién: Proposiciones que indican comparaciones sobre el tamafio Profesor,
de las canas (14, 21) Alumnos

Comunicacién: Al explicitar las relaciones que deben interpretarse del Profesor,
enunciado por el hecho de que el profesor estd tomando la informacién de  Alumnos
un texto externo (Interpretacion del lenguaje) (22, 24). También se da un

proceso de comunicacién cuando busca llamar la atencién sobre la pro-

blemdtica que generaba en el contexto social el que no hubiese una unidad

de medida comun en lugares geogréficamente cercanos (31, 32, 33, 34).

Otro proceso de comunicacién surge cuando un estudiante plantea la po-

sibilidad de resolver la problemdtica usando otra unidad de medida (33)

Argumentacidn: Para resolver la duda de un estudiante (34)

Institucionalizacién: Al resaltar la importancia del proceso de unificacién Profesor
de la unidad de medida pasando de lo convencional local a lo universal

(36)

TIPO DE INTERACCION Y CONFLICTOS SEMIOTICOS

Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006) describen, utilizando como crite-
rio el tipo de interaccién y las funciones asumidas por el profesor y los alumnos
en ellas, cuatro tipos teéricos de configuraciones: magistral, a-diddctica, personal y
dialdgica. Las configuraciones reales que acontecen estin mds o menos proximas
a ellas. Una CD se considera a-diddctica cuando el alumno y el profesor logran
que el primero asuma el problema planteado como propio y entre en un proceso
de busqueda auténomo. La configuracion tedrica magistral se basa en la exposicién
del profesor. Una variante intermedia entre los tipos anteriores puede definirse
cuando el profesor se encarga de la formulacién y validacién, mientras que los
alumnos se responsabilizan de la exploracién. La institucionalizacién tiene lugar
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mediante un didlogo entre el docente y los alumnos, quienes han tenido ocasién
de asumir la tarea, familiarizarse con ella y posiblemente de esbozar alguna téc-
nica de solucién. En este caso, se habla de configuracion tedrica dialégica. Otro
tipo tedrico de CD surge cuando el estudiante resuelve la situacién problema
sin intervencién directa del docente; en esta configuracién los alumnos resuelven
ejercicios propuestos por el profesor o que incluye el libro de texto. Se trata de un
tipo de CD en la que predomina el estudio personal y que se denomina configu-
racion diddctica personal.

En el episodio analizado la configuracién es fundamentalmente magistral,
aunque haya interacién, ya que la exposicién recae sobre todo en el profesor,
en los episodios posteriores se acerca més a la configuracion diddctica dialégica.
Aunque el registro de la sesién muestra un constante didlogo entre el profesor
y los alumnos que podria llevarnos a situar la clase en una configuracién dialé-
gica, un andlisis mds detallado revela que la institucionalizacién, formulacién y
validacién quedan exclusivamente a cargo del profesor, sin intervencién de los
alumnos.

En las interacciones didécticas del episodio se infieren conflictos de tipo semi6-
tico, entendidos como cualquier disparidad o discordancia entre los significados
atribuidos a una expresién por dos sujetos (personas o instituciones). Si la dispa-
ridad se produce entre significados institucionales se habla de conflictos semidticos
de tipo epistémico, mientras que si se da entre pricticas que forman el significa-
do personal de un mismo sujeto se llaman conflictos semidticos de tipo cognitivo
(una nocién muy relacionada con la de conflicto cognitivo propuesta por Piaget).
Cuando la disparidad surge entre las pricticas —discursivas y operativas— de dos
sujetos diferentes en interaccién comunicativa (por ejemplo, alumno-alumno o
alumno-profesor) se habla de conflictos semidticos interaccionales.

El principal conflicto semidtico de tipo interaccional (numerado como CE31
en la Figura 2) evidenciado en este episodio se manifiesta al final, cuando después
de explicitarse la problemdtica de las diferentes unidades de medida, un alumno
enuncia como posible solucién el uso de otra unidad de medida convencional
arbitraria. Ello evidencia un conflicto epistémico potencial anterior no resuelto
sobre el uso del objeto cana como representante de la «clase de medidas» conven-
cionales locales no arbitrarias, que no resuelve el problema de universalidad de
la medida. Pero, aparecen ademds otros tipos de conflictos potenciales que no se
analizan aqui por cuestiones de espacio (pero que aparecen también numerados
en la Figura 2).
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ANALISIS DE LAS NORMAS

Consideramos que la actividad matemdtica posee una dimensién social y que
es a través de la interaccién entre alumnos y profesor como surge la construcciéon y
la comunicacién de conocimiento. Tal y como lo plantean Yackel y Cobb (1996),
asumimos que el aprendizaje matemdtico estd condicionado no sélo por conoci-
mientos matemdticos y diddcticos, sino por algunas reglas denominadas normas
socio-matemdticas. Pero ;cémo podemos clasificar dichas normas, desde el punto
de vista del andlisis de la practica matemdtica? Godino, Font, Wilhelmi y Castro
(2009) proponen diferentes criterios: el momento en que intervienen (disefio cu-
rricular, planificacién, implementacién y evaluacién); el aspecto del proceso de
instruccién a que se refieren (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional,
afectiva y ecoldgicas) y su origen (disciplina, escuela, aula, sociedad). De acuerdo
con estos autores, las normas epistémicas se encuentran en los elementos de las
configuraciones de objetos: situaciones problema, lenguaje, definiciones, propo-
siciones, procedimientos y argumentos que regulan la practica matemdtica en un
contexto especifico.

Hemos detallado las normas epistémicas al describir la configuracién de obje-
tos de la Figura 1. A continuacién, en la Tabla 4, se muestran otras normas que
fueron identificadas en el episodio, siguiendo la tipologia propuesta por Godino
et al. (2009). Se distingue entre las que se centran en el docente y las centradas
en los alumnos. Como ya se ha mencionado, en el episodio analizado el profesor
pretende situar a los alumnos respecto a algunos aspectos sociales que motivaron la
necesidad de la unificacién de medidas (longitudinales) en un momento histérico
determinado, lo cual puede evidenciarse en las intervenciones (4, 16, 22, 24, 32,
34, 36), de las cuales pueden inferirse diferentes normas (por ejemplo, N2 y N3).
Con ello se facilita y motiva la reflexién de los alumnos sobre las conexiones entre
la matemadtica y el contexto histérico. Enfatizar en la problemadtica y necesidad de
la convencionalidad, y en las caracteristicas de ciertos instrumentos de medida,
brinda soporte a los alumnos en la internalizacién de la historia cientifica (Morti-
mer y Scott, 2003).



ANALISIS DE LA PRACTICA PROFESIONAL DE UN PROFESOR CUANDO EXPLICA CONTENIDOS DE MEDIDA S7

Tabla 4. Normas identificadas en el episodio 1

NORMAS SUJETO

Metaepistémicas: Profesor
N1: Los enunciados de los problemas se pueden modificar, para hacer una
mejor interpretacién de estos. Es importante hacer una aproximacién de las
medidas para hacer una mejor interpretacién del tamano que nos indican
(11, 14,17, 18)

N2: Hay elementos, referentes en lo «cotidiano» que nos ayudan a compren-
der lo matemdtico y establecer relaciones (14)

N3: Hay problemdticas sociales que conducen a la construccién de concep-
tos matemdticos (32, 34, 36)

N4: La contextualizacién es fundamental para la introduccién y desarrollo
de conceptos matemdticos

Interactivas:

N5: El profesor tiene un papel determinante en el inicio, distribucién y fina-
lizacién de las intervenciones. (1, 9, 11)

N6: Hay que prestar atencién cuando se estd tomando nota de la informa-
cién con la que se va a desarrollar el problema, es importante reconocer los
elementos matemdticos cuando se lee un texto (1, 3, 7, 19, 17, 20, 25)

N7: El profesor interviene para resolver dudas de los alumnos (34, 36)
Afectivas:

N8: Se usa el contexto histdrico para motivar e implicar a los alumnos en la
clase (2, 16, 22, 24, 30, 32, 36)

Interactivas: Alumnos
NO9: Los alumnos intervienen cuando tienen dudas (6, 8, 10, 28, 33)

N10: Hay que prestar atencién cuando el profesor llama la atencién sobre

alglin aspecto concreto de la informacién que estd dictando. (10, 12, 18, 19)
N11: Los alumnos responden a las preguntas y observaciones del profesor

(12, 18, 19, 35)

SINTESIS DE LAS HERRAMIENTAS DE ANALISIS

Con la intencién de visualizar de manera global las diferentes herramientas de
andlisis del EOS y hacer diferentes lecturas de lo ocurrido, a continuacién, en la
Figura 2, se presentan las contribuciones que se desprenden desde los diferentes
tipos de andlisis diddctico del modelo para el episodio 1. Para ello, el episodio se ha
subdivido en agrupaciones de lineas que indican diferentes momentos del episodio
en donde se enfatizan aspectos distintos relacionados con los propdsitos de la clase.

Con una lectura horizontal del cuadro, podemos reconocer en el episodio dife-
rentes tipos de prdcticas, las cuales podemos evidenciar al relacionar los diferentes
objetos y procesos. Las précticas identificadas (desarrolladas fundamentalmente
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por el docente) estdn orientadas a la lectura y enunciacién de datos sobre el tama-
fio de las medidas y la contextualizacién de estos en relacién con la poblacién en
que eran usadas dichas medidas. Una lectura vertical de la primera componente
de la Figura 2 (Conocimiento/Significado), permite ver que es posible detallar de
forma mds fina la construccién del significado, en cada momento y a lo largo de
los distintos episodios, al reconocer las pricticas matemdticas, identificar objetos y
procesos correspondientes a cada una de dichas practicas, y analizar como cambian
en el tiempo y conjeturar por qué se han producido dichos cambios.

Respecto al tipo de configuracién didéctica y la complejidad de los procesos
instructivos a partir de una lectura horizontal de la tabla, vemos que el conjunto
del episodio 1 se caracteriza por un tipo de configuracién magistral que se explica
en el detalle de la lectura horizontal de la tabla.

La Figura 2 nos permite observar también que en el episodio 1, la introduccién
a la medida que se hace se caracteriza por la presencia de normas metaepistémicas.
El andlisis de mds episodios permite inferir normas que caracterizan el contrato
didictico, ya que se repiten a lo largo de los episodios.

Sobre el conocimiento/significado meel Sobre la interaccién en el aula Reglas sociales
for Funciones
Lineas “M"“( * | Objetos Procesos del Funciones del ConfiguraciénDidactica | Conflictos Normas
at. — 5
PP1, PP2, A on de Epistémica: P1, C1, L1
5 ecepcion
P1C1 i3 F”::?;sm la informacion ar, Metaepistémica: N3, N4,
1-11 P8 n Enunciacion o Magistral CE41,
z Afectivas: N&
Motivacion informacion CEs2
PE1, PE2 Interactivas: N5, N6, N9, N10|
N e M1, :Igontmlxa(ién Regulacién Recuerdo N cE12, Epistémica: M1, L1, 12
- y L1, epresentacion &L lagistral . "
e © Materializacién Constataciéry ~ Formulacion Ces1 s
Interactiva: N5, N10, N11
o Epistémica: P2, C1, M2, L1
PP PR 024, | B2, Rerpdonge, S
e PP8 L, Enunciacion Fijacién de T g:$ Metaepistémica: N4
M2, | ComparaciénComunicacion reglas Recuerdo s Interactivas: Nb, N1U, N11
PE1, PE2, PE4 L F i el
, PE2, ‘ormulacion Afectiva: N8
PP1PP2, Epistémica: P3, C1, L1
Enunciacion . 2
25-31 PPE P3L1C1, S Formulacion CE31 Metaepistémica: N4
PEL, PE2 o madon Interaccional: N6, NS, N10
Afectiva: N8
Epistémica: C1, C2, L1
PP6, PP7, PP8 = Enur\ciaciét\ Regulacion Metaepistémica: N3, N4,
32- 38 au Comunicacién F s Magistral/Personal CE11 1
PE2, PES g Argumentacién Motivacién Interaccional: N/, NY, N11
Afectiva: N8

Figura 2. Cuadro sintetizador de los niveles de anilisis en el Episodio 1

REFLEXIONES FINALES

Actualmente se considera que los profesores deben desarrollar competencias
profesionales que les permitan identificar e interpretar aspectos relevantes de las si-
tuaciones de ensenanza y aprendizaje, para poder tomar decisiones fundamentadas
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sobre su propuesta de ensenanza. En este sentido consideramos que los niveles de
andlisis propuestos por el EOS brindan herramientas eficaces para que el docente
reflexione sobre su propia prictica de una forma estructurada, describiendo lo que
ha ocurrido en la clase y reflexionando sobre por qué ha ocurrido, lo cual puede
ayudarle a tomar decisiones para la mejora de sus propuestas en el disefio, plani-
ficacién, implementacién y valoracién de secuencias diddcticas para la clase de
matemdticas.

En este trabajo se aplica parte de un modelo que permite realizar un anilisis
did4ctico sistemdtico para la descripcién, explicacién y valoracién de episodios de
clases de matemdticas. La nocién de idoneidad diddctica y sus criterios para des-
cribirla, junto con las herramientas de los cuatro primeros niveles de andlisis (que
son los que se han utilizado aqui), hacen posible establecer un puente entre una
didictica descriptiva-explicativa y una diddctica axiolégica que propicie la critica,
la justificacién del cambio, etc.

La descripcion de la sesion de clase es el resultado de una metodologia de ob-
servacién, que ha consistido en aplicar los constructos del marco tedrico adoptado.
Dicho marco nos ha servido de guia sobre lo que habia que observar, cémo se debia
observar y nos ha proporcionado las herramientas para realizar la observacién. La
diversidad de herramientas propuestas en el EOS para el andlisis de la practica del
profesor cuando ensefia matemdticas refleja la complejidad inherente a este tipo
de andlisis, en tanto que es necesario distinguir elementos de diferente naturaleza.

Este andlisis minucioso apoyado en las herramientas diddcticas que provee
el EOS precisa e ilustra con detalle la estructura y funcionamiento de una cla-
se de matemdticas. Los diferentes niveles de andlisis permiten diferenciar todo lo
que estd involucrado en el conglomerado que conforma una clase de matemd-
ticas (situacién problema, lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos, interacciones, conflictos, normas y metanormas), asi como establecer
relaciones entre dichas partes. En términos metaféricos, podemos decir que se rea-
liza una radiografia de la clase, donde se observan conflictos semidticos que estdn
relacionados con dificultades de los alumnos, que han sido documentados en otras
investigaciones. La Figura 2 permite hacer tanto leczuras horizontales como vertica-
les, dependiendo de lo que se quiera describir o estudiar. Lo horizontal permite ver
la estructura y anatomia de los episodios, mientras que la verticalidad permite ver
el desarrollo temporal.

Una cuestién que queda abierta es ;cudl es el uso que se puede y debe hacer
de las herramientas para el andlisis diddctico presentadas anteriormente en la for-
macién de profesores? En nuestra opinion, este trabajo muestra la utilidad del uso
de dichas herramientas para el andlisis y la mejora de la practica del profesor, pero
quedan abiertas las cuestiones de cémo y cudndo convendria ensendrselas a los
profesores y futuros profesores. Por ejemplo, si se debe ensenar (o no) la técnica de
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andlisis de la actividad matemdtica en términos de précticas, objetos y procesos en
la formacién inicial, tal como se hizo en Rubio (2012) con futuros profesores de
secundaria.
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RESUMEN

Con el objetivo de avanzar en la comprensién de la naturaleza y contenido del conoci-
miento del profesor de Educacién Infantil en lo que respecta a la ensenanza de las Matemd-
ticas, en este capitulo describimos e interpretamos las acciones de dos profesores a lo largo
de una sesién. Asi, con foco en la prictica de aula, considerando el modelo Mathematics
Teachers’ Specialised Knowledge (MTSK) y adoptando un paradigma interpretativo, anali-
zamos un video de cada profesor para comprender qué conocimiento especializado sustenta
sus practicas en lo que respecta a la ensenanza de Aritmética y Geometria. Los resultados
ponen de relieve la sélida formacién matemdtica en contenidos especificos de la etapa que
estos profesionales necesitan y la importante relacién de estos con elementos de conoci-
miento didédctico del contenido.
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(2019). El conocimiento especializado del profesor de infantil desde el aula de matemadticas. En E.
Badillo, N. Climent, C. Ferndndez y M. T. Gonzélez (Eds.), Investigacion sobre el profesor de mate-
maticas: formacion, prictica de aula, conocimiento y competencia profesional (pp. 63-84). Salamanca:
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ABSTRACT

With the aim of advancing in the understanding of the nature and content of Early
Childhood teachers’ knowledge with respect to the teaching of Mathematics, in this
chapter we describe and interpret the actions of two Early Childhood teachers throughout
a session. Thus, putting the focus on classroom practice, considering the Mathematics
Teachers’ Specialized Knowledge (MTSK) model and adopting an interpretive paradigm,
we analyze one video from two teachers to understand what specialized knowledge
supports their practices in regard to the teaching of Arithmetic and Geometry. The results
highlight the depth of the mathematical content knowledge that these professionals in this
stage need, and the important relation between some aspects of this knowledge and some
elements of pedagogical content knowledge.

Keywords: Early childhood teacher, Mathematics Teachers Specialized Knowledge (MTSK),
number decomposition, geometric composition, projective geometric approach.

INTRODUCCION

A ATENCION a la etapa de Educacién Infantil es relativamente reciente en

nuestra comunidad de investigacién. Asociaciones profesionales como el

National Council of Teachers of Mathematics o la National Association for
the Education of Young Children (NAEYC y NCTM, 2013) han articulado la
necesidad de proporcionar una formacién matemdtica sélida en esta etapa sobre
la base del importante papel que la formacién matemdtica temprana juega en
el desarrollo de los alumnos. Esta formacién matemdtica temprana contribuye,
por un lado, a minimizar la brecha entre alumnos debido a diferencias socioe-
condémicas y, por otro, actiia de predictor del éxito escolar posterior, pues las
competencias de razonamiento que desarrolla se constituyen como fundamento
cognitivo para pensar y aprender en todas las materias (Clements, Baroody y
Sarama, 2013).

El curriculo oficial espanol (Orden ECI/3960/2007), orientado al desarrollo
integral del alumno, aparece estructurado en tres dreas: conocimiento de si mismo y
autonomia personal, conocimiento del entorno'y lenguajes: comunicacion y representa-
cion. Las matemdticas aparecen explicitamente asociadas a la segunda drea y se deja
la responsabilidad al profesor de plantearse la relacién de las matemdticas con las
demis, de establecer cudles son los contenidos matemadticos, cdmo secuenciarlos
por ciclos y cursos y con qué enfoque debe trabajarlos. Asi, no se puede hablar
especificamente del profesor de matemdticas en Educacién Infantil, pero, quizds en
mayor medida que el profesor de otras etapas educativas, este profesional necesita
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disponer de un sélido conocimiento para identificar con rigor los cimientos del
edificio matemdtico, promover un aprendizaje profundo de los mismos y revestir-
los de un aparataje lddico y funcional.

Poco se sabe todavia de la naturaleza y del contenido de este conocimiento. En
una revision que Parks y Wager (2015) realizaron de los articulos de los tltimos 20
afios pertenecientes a las cuatro revistas mds relevantes sobre esta etapa, constataron
que en las dos especificas del drea (7he Journal of Research in Mathematics Education
y The Journal of Mathematics Teacher Education) se daba, de manera general, una
escasa atencion a la etapa de Educacién Infantil, y, en particular, a la investigacion
sobre la formacién matemdtica de los profesores de esta etapa educativa. Lamen-
taban que los cursos orientados a estos profesionales solian estar centrados en la
memorizacién de hechos, definiciones y procedimientos, en lugar de ayudarlos a
comprender la esencia de los conceptos y procedimientos.

Los escasos estudios que hay sobre el conocimiento de este profesional para
ensefiar matemadticas se han centrado principalmente en aspectos relacionados con
el subdominio del conocimiento diddctico del contenido (PCK) propuesto por Shul-
man (1986) (e.g., Lee, 2010; McGray yChen, 2012), tratando de evidenciar su
influencia en la calidad instruccional. Comienzan a emerger estudios que abogan
por atender también al conocimiento de la propia matemdtica como elemento
necesario para construir un adecuado PCK matemitico (e.g. Opperman, Anders
y Hachfeld, 2016). En esta linea, en Munoz-Cataldn, Lindn y Ribeiro (2017),
presentamos una propuesta articulada de conocimiento especializado sobre la resta
para el profesor de Infantil. La reflexién sobre dicha propuesta nos permitié con-
cluir que este conocimiento era denso conceptualmente, altamente cohesionado y
con un fuerte peso en el dominio matemdtico.

En este capitulo presentamos nuestros avances en la identificacién de elementos
de conocimiento que este profesional necesita para ensefar matemdticas, hacién-
dolo desde la practica como lugar privilegiado para comprender cémo este cono-
cimiento sustenta las acciones del profesor. Asi, ampliando el trabajo realizado con
foco en la resta, en este capitulo nos centramos en dos de los nicleos matemdti-
cos mds relevantes en esta etapa: Ndmero y operaciones y Geometria (Clements,
2004), lo que ademds nos permitird avanzar en la comprensién de la naturaleza
y contenido del conocimiento especializado del profesor de Infantil para ensenar
matemdticas.

MARCO TEORICO

La mayoria de los modelos de conocimiento del profesor parten del trabajo de
Shulman (1986), quien plante6 la necesidad de considerar la especificidad del con-
tenido que se estd ensenando, enfocando el conocimiento necesario para ensenar a
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través de la lente de la propia disciplina. Introdujo la distincién entre conocimiento
del contenido 'y conocimiento diddctico del contenido, entendiendo esta dltima cate-
gorfa como la combinacién entre contenido y pedagogia (general) y considerdn-
dola como la que podia distinguir la comprension del especialista en contenido de

la del pedagogo.

Esta atencién a la especificidad del contenido que se ensefia es igualmente
pertinente para el profesor de Educacién Infantil. La naturaleza abstracta de las
matemdticas conflere también una especificidad particular a los procesos de en-
sefanza y aprendizaje asociados a ella en esta etapa educativa. Asi, consideramos
que su conocimiento ha de ser especializado puesto que supone una manera parti-
cular de conocer las matemdticas para un fin docente y para un publico particular
que, a la vez, es diferente al del profesor de Primaria o Secundaria (Ribeiro et al,
2015). Adoptamos el modelo analitico Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge
(MTSK) (Carrillo, Climent, Montes et al., 2018; Carrillo, Montes, Contreras y
Climent, 2017) y, por ende, su conceptualizacién del conocimiento como aquel
que el profesor necesita, utiliza y tiene a su disposicion (Schoenfeld, 2010) y, por
tanto, sustenta sus acciones.

El modelo MTSK distingue 6 subdominios de conocimiento, organizados
atendiendo a la distincién planteada por Shulman, entre dominio matemdtico
(MK) y dominio del conocimiento didéctico del contenido (PCK), dentro del cual
se ha integrado el conocimiento curricular de Shulman. También se ha incluido el
dominio de las creencias y concepciones sobre la Matemadtica y sobre su ensefianza
y aprendizaje como elemento que permea todo el conocimiento (el cual no va a ser
objeto de estudio en este trabajo) (ver Figura 1).

Figura 1. Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge (MTSK)
(extraido de Carrillo, Climent, et al., 2018).
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En el dominio del Mathematical Knowledge (MK) se encuentran los siguientes
tres subdominios:

Knowledge of Topics (KoT) contiene el conocimiento disciplinar, que incluye
los procedimientos (desde el cémo se hace hasta el cudndo puede hacerse pasando
por el porqué), las definiciones, propiedades y sus fundamentos, la fenomenolo-
gia y aplicaciones de un contenido y los diferentes registros de representacion. Se
incluyen aqui las conexiones intraconceptuales, es decir, aquellas que relacionan
conceptos o procesos de un mismo tema. Serian elementos del Ko7 conocer: las
propiedades del esquema parte-todo y su papel en la comprensién del niimero; los
atributos relevantes e irrelevantes de las figuras geométricas, asi como sus definicio-
nes, o los registros que se pueden utilizar para representar la descomposicién del
numero o las figuras, las especificidades de cada uno de ellos y la complementarie-
dad entre ellos.

Knowledge of the Structure of Mathematics (KSM) estd formado por el conoci-
miento del profesor de conexiones que permite disponer de una visién global del
conocimiento matemdtico. Para la etapa de Infantil, se identifican, por un lado,
las conexiones transversales, que se refieren a ideas matemadticas que enlazan varios
nicleos de contenidos; podrian asociarse al conocimiento de las grandes ideas en
matemdticas (Clements, 2004). Los tres enfoques geométricos topoldgicos, pro-
yectivos y métricos podrian considerarse como una gran idea porque articulan el
conocimiento geométrico en todos los niveles educativos.

También se incluyen las conexiones de complejizacion o simplificacion, que per-
miten ver tanto el contenido elemental desde una perspectiva avanzada, como el
conocimiento avanzado desde una perspectiva elemental. Un ejemplo podria ser
saber que, en funcién de cémo se trabajen determinados contenidos aritméticos
(como la descomposicién numérica), se puede potenciar la construccién de cono-
cimientos sobre algunos aspectos de diferentes estructuras algebraicas en los con-
juntos numéricos incidiendo en propiedades (como la conmutativa de la suma de
ndimeros naturales) y relaciones, lo que tiene repercusiones en cémo abordar esos
contenidos en el aula y otorga a la aritmética actual un enfoque potencial. Habrd
que explorar las conexiones auxiliares en esta etapa educativa, que son las que per-
miten hacer un uso instrumental de un concepto o procedimiento en el trabajo
con otro contenido.

Knowledge of Practices in Mathematics (KPM) abarca el conocimiento de las
formas de proceder caracteristicas del trabajo matemdtico, incluyendo aspectos de
la comunicacién, la argumentacién y la demostracién matemdticas. Ejemplos de
este subdominio serfa saber que la comparacién de elementos matemdticos es un
proceso matemdtico valido para identificar relaciones y propiedades numéricas.

En el dominio del Pedagogical Content Knowledge (PCK) se consideran los si-
guientes tres subdominios:
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Knowledge of Mathematics Teaching (KMT) integra el conocimiento del profesor
de teorfas personales o formales de ensefianza asociadas a un contenido matemdti-
co; de las limitaciones y potencialidades de los recursos materiales o virtuales para
su ensefanza; asi como de estrategias de ensenanza, técnicas, tareas y ejemplos
ttiles para ello. Serfan ejemplos de este subdominio conocer el potencial del uso
de fotografias de composiciones de figuras desde distintas perspectivas para el de-
sarrollo de la capacidad de visualizacién de los alumnos o de la conversién entre
distintos registros de representacién para favorecer la comprensién de un concepto.

Knowledge of Features of Learning Mathematics (KFLM) se refiere al conoci-
miento de como los alumnos aprehenden el contenido procedente de la naturaleza
misma del contenido matemadtico. Incluye el conocimiento sobre teorias perso-
nales o formales de aprendizaje tanto asociadas a la matemdtica general como a
contenidos particulares. Junto a ellas, se sittia el conocimiento sobre las fortalezas
y dificultades asociadas al aprendizaje de contenidos concretos, sobre las formas
de interaccién de los estudiantes con estos, y sobre los intereses y expectativas de
los estudiantes con respecto a las matemdticas. Un ejemplo de este subdominio es
saber que muchos alumnos de Educacién Infantil no son capaces de comprender
mensajes matemdticos sin apoyo visual.

Knowledge of Mathematics Learning Standards (KMLS) considera el conoci-
miento tanto del curriculo oficial vigente en cada pais en cada momento, como
de estdndares definidos por grupos de investigacién o asociaciones profesionales de
ensefianza y aprendizaje de las matemdticas. También se incluye el conocimiento
del nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado, asi como el conoci-
miento de la secuenciacién con temas anteriores y posteriores. Asi, por ejemplo,
conocer que la descomposicién del seis se puede abordar en el ultimo curso de
Educacién Infantil y puede facilitar la construccién de conocimiento de propieda-
des de estructuras algebraicas (grupo conmutativo de los enteros con la suma), son
elementos de este subdominio de conocimiento.

METODOLOGIA

Este capitulo responde a nuestra preocupaciéon por comprender la naturaleza y
contenido del conocimiento del profesor de Educacién Infantil en lo que respecta
a la ensefanza de las Matemdticas, con el fin de organizar procesos formativos para
estos profesionales sustentados en elementos de conocimiento procedentes de la
investigacién. En trabajos anteriores (Ribeiro, Mufioz-Cataldn y Lifidn, 2015; Mu-
fioz-Cataldn, Lifdn y Ribeiro, 2017) abordamos este interés desde una reflexion
tedrica en torno a la operacién resta, lo que nos permitié realizar una propuesta
de elementos de conocimientos especializados interconectados Utiles para la for-
macién de estos profesionales. En esta ocasién queremos hacerlo desde la prictica
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de dos profesores, cada uno de ellos ensenando contenidos relativos a dos de los
principales nicleos de esta etapa educativa: Niimeros y operaciones y Geometria. En
particular, pretendemos comprender qué conocimiento especializado sustenta la
préctica de dos profesores de Educacién Infantil, en lo que respecta a la ensefianza
de Aritmética y Geometria.

Afrontamos este objetivo desde el paradigma interpretativo (Bassey, 1999), y
mediante un estudio exploratorio centrado en el andlisis de videos de clase de dos
profesores de Educacién Infantil. Los pseudénimos de los informantes son Javier e
Irene, dos profesores de Educacién Infantil comprometidos con mejorar su précti-
ca, especialmente en lo que respecta a la ensefianza de las matemadticas. Javier es un
profesor con mds de 10 anos de experiencia, que ha realizado diversas formaciones
especificas de Didéctica de las Matemdticas, cuyas orientaciones trata de integrar
después en su prictica. En el video seleccionado, cuya duracién es de aproximada-
mente 30 minutos, Javier trabaja en un centro de titularidad publica con un grupo
de 25 alumnos de 4 anos sobre dos fotografias que contienen una misma com-
posicién de cuerpos geométricos desde dos perspectivas diferentes, composicién
que los alumnos han de reconstruir con piezas manipulables. Irene tiene més de
25 anos de experiencia en la etapa, trabajando en diferentes centros de titularidad
publica y ha sido muy activa en asistencia a actividades formativas, entre las que
hay que destacar un Mdster de Didéctica de las Matemdticas. Desde el curso 2016-
2017 participa en un taller colaborativo con otras profesoras de Infantil y forma-
doras-investigadoras del drea. En el video seleccionado, cuya duracién también es
de 30 minutos, trabaja la descomposicién aditiva del ndmero seis con contadores,
y los alumnos, 24 nifios de 5 afios, han de representar cada una con el Numicon®'.
Los alumnos de ambos grupos pertenecen familias de clase media.

El andlisis se realiza sobre la base de la transcripcién de ambas sesiones y comien-
za con la identificacién de episodios relevantes para los fines de esta investigacion,
siguiendo a Schoenfeld (2000). A continuacién, aplicamos un enfoque interpretativo
(Kvale, 1996) en el que los datos son recontextualizados a la luz del modelo anali-
tico MTSK. El conocimiento movilizado por el profesor se sustenta en indicios y
evidencias (Carrillo, Montes, et al., 2017), que son dos grados de certeza asignados
por el investigador sobre las manifestaciones orales o gestuales del profesor.

ANALISIS DE LOS VIDEOS DE JAVIER Y DE IRENE

En este apartado analizamos la prictica de los profesores con foco en el conoci-
miento especializado que movilizan en sus respectivas sesiones. Primero mostramos

! Numicon® es un material multisensorial comercializado actualmente por Oxford, basado en las
placas por puntos de Herbeniere-Lebert.
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una descripcion de cada sesidn y, a continuacién, el andlisis donde destacamos
aquellos elementos de conocimiento que consideramos mds significativos para
comprender las pricticas de estos profesores.

DESCRIPCION DEL FRAGMENTO DE VIDEO DE JAVIER:
«COMPOSICIONES DESDE DISTINTAS PERSPECTIVAS»

En la sesién considerada, Javier pretende que los alumnos construyan imagenes
mentales mds completas de los cuerpos geométricos trabajados. Javier presenta en
asamblea una serie de tarjetas de elaboracién propia, que contienen una fotografia
(representacién grafica en 2d) de una composicién formada por tres cuerpos geomé-
tricos distintos de madera. El problema consiste en que los alumnos reproduzcan el
contenido de la fotografia con los bloques de una caja de construcciones, respetando
la seleccién de las figuras, su posicién respecto de la base sobre la que se sustentan y
su ubicacién en la composicién. En el proceso, se les pide que identifiquen el nom-
bre de cada cuerpo geométrico involucrado y alguna de sus propiedades.

Antes de comenzar les recuerda que: «E/ asio pasado no sabiamos lo que era un
prisma, ni qué era un cubo, ni sabiamos que los rectangulos salian de los prismas, ni que
los cuadrados salian de los cubos, ni que los circulos salian de las esferas y les explica
en qué va a consistir el problema en el que se tienen que fijar en lo que ven: «qué
estd arriba, qué hay abajo en todo lo que veamos en la tarjetita para después poderlo
hacer nosotros». En el primer episodio se desarrolla el trabajo con la primera tarjeta
(Figura 2), donde Javier les pide que identifiquen los cuerpos involucrados en la
composicién y valida la respuesta: «pirdmide, prisma y cilindro». Después, pide a un
alumno que salga a reproducir la imagen sobre una silla ubicada debajo de la tarje-
ta, aclarando que: «Manuel, la tienes que poner igual que estd puesta ésta —senalando
el prisma—. Fjjate bien». Y, por ultimo, vuelve a dirigirse al grupo para pedirles
que comprueben si lo construido por el companero es igual a lo que se encuentra
representado en la tarjeta: «es igual el dibujo que teniamos en la tarjeta a lo que ha
construido Manuel?».

Figura 2. Primera tarjeta Figura 3. Segunda tarjeta
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En el segundo episodio, dejando la primera tarjeta en la pizarra, muestra la
foto de la misma composicién desde otra perspectiva (Figura 3), y pregunta: «es
igual?». Al comprobar las dificultades de los alumnos para identificar la igualdad
de ambas composiciones coge en peso a varios alumnos para que observen la com-
posicién desde distintas perspectivas, pero sigue prevaleciendo la imagen habitual
que contiene la Figura 2. A continuacién, saca a varios alumnos para que miren a
otro compafero desde distintos puntos de vista (por ejemplo, tumbdndose en el
suelo o subiéndose a una silla), preguntindoles en cada ocasién: «;lo ves igual que
antes o distinto?» Como los alumnos responden que lo ven igual, Javier reinterpreta
lo ocurrido: «Cuando estabas antes tumbado en el suelo ;le veias el pelo como ahora
(que estd subido en una silla)? [...] Lucia siempre ha visto a Ricardo igual, pero lo ha
visto desde sitios diferentes».

A continuacidn, pega las dos fotografias en paralelo en la pizarra, reproduce la
composicién en una silla debajo de ellas y les invita a que respondan si lo ven como
en la tarjeta 1 (Figura 2) o la 2 (Figura 3) estando sentados en asamblea, aunque
también les hace salir, por grupos de tres, para que vean la composicién desde dis-
tintos puntos de vista.

ELEMENTOS DE CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO
SOBRE GEOMETR{A MOVILIZADO POR JAVIER

Javier formula un problema de construccién geométrica con el que preten-
de que los alumnos enriquezcan su imagen mental de los cuerpos geométricos,
abordando de manera interrelacionada dos aspectos clave del trabajo geométrico:
la forma de las figuras, su posicién y sus transformaciones* (KoT — definiciones,
propiedades y sus fundamentos). Parece sabedor de la importancia de que en esta
etapa desarrollen imdgenes mentales ricas de las figuras y reproduzcan composi-
ciones geométricas (KMLS — expectativas de aprendizaje), y lo hace mediante los
cuerpos que sus alumnos ya conocen por haberlos trabajado desde el curso pasado
(KMLS - secuenciacién con temas anteriores y posteriores). Para tal fin, promueve
la visualizacién como proceso geométrico que potencia el conocimiento de los
cuerpos geométricos (KPM — visualizacién como proceso matemidtico), asociando
esta visualizacién a la perspectiva, elemento caracterizador del enfoque geométrico
proyectivo (KSM —gran idea).

Javier comienza la sesién recordando los cuerpos geométricos que conocen (es-
fera, cubo, prisma) y sus caras mds representativas, desde el enfoque geométrico
con el que se ha abordado el conocimiento de dichas figuras (KoT — propiedades).

2 Entendemos la transformacién de una manera amplia, integrando las que trabajan relaciones
proyectivas.
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En su momento utilizé la estampacién de estas (en el caso de la esfera, previo cor-
te en dos mitades) en una actividad (KMT — estrategia, tarea, técnica, ejemplo),
sabedor de que tanto la estampacién como el corte de los objetos son dos procedi-
mientos para pasar de las 3D a las 2D (KoT — procedimientos). El modo en que
valida el nombre de las figuras de la fotografia, pone de relieve que su concepto de
prisma excluye la primera figura de la composicién y el cubo, lo que evidencia que
su definicién de prismas y pirdmides no descansa en atributos relevantes, sino en la
imagen de prismas habituales y en una posicién determinada (KoT — definiciones,
propiedades).

El tipo de tarea que aqui implementa refleja su conocimiento acerca de distintos
sistemas de representacion en el dmbito de la Geometria (grafico, lenguaje verbal y
manipulativo) (Lesh, Post y Behr, 1987), y la complementariedad entre ellos (KoT
— registros de representacion). Usa dichos sistemas como vehiculo para el desarrollo
de la sesion, promoviendo la conversion entre distintos sistemas de representacion
(KMT - estrategias, técnicas, tareas y ejemplos) y para el diseno de las tarjetas y la
seleccion del material utilizado (KMT — recursos materiales y virtuales).

Javier utiliza elementos de distintos sistemas de representacién (fotografias, ma-
terial manipulativo y lenguaje oral) para describir distintas caracteristicas de una
composicién geométrica vista desde distintos puntos de vista (KoT — registros de
representacién). Ademds, trabaja la conversion del registro gréfico al manipulativo
y viceversa, ayuddndose del lenguaje natural oral, para que los alumnos expliciten
las propiedades de los cuerpos (KMT — estrategias, técnicas, tareas y ejemplos) y
como ayuda para solventar las posibles dificultades en esas conversiones (Lesh, Post
y Behr, 1987) (KFLM — fortalezas y dificultades). Conocedor de que los alumnos
necesitan acercarse a los conceptos matemadticos con un lenguaje préximo (KFLM
— formas de interaccién), Javier utiliza los términos del lenguaje cotidiano que
transmiten la idea asociada a un concepto (KMT — lenguaje como herramienta
de ensefianza); asi, por ejemplo, utiliza la palabra «pico» como sinénimo de vértice
y «caminito» como sindénimo de arista al comienzo del video. No obstante, en el
curso de la sesién sustituye esa terminologia por un vocabulario geométrico mds
formal, es decir, los términos son institucionalizados, sabedor del papel que juega
en la construccién y comunicacién matemdtica (KPM — papel del lenguaje formal;
KMT - teorias de ensehanza): «lo que la semana pasada llamamos caminito, verda-
deramente, se llama aristar.

En el primer episodio, Javier conoce las caracteristicas relevantes del problema
geométrico planteado (tipo de figura y posicion respecto de la base y de las demds
figuras) y lo utiliza para explicar la consigna del mismo. Les proporciona estra-
tegias concretas para su resolucién, animdndoles a que visualicen atentamente la
fotografia (KPM — heuristicos) y a que sean ordenados al realizar la composiciéon
(KPM - heuristicos), siguiendo el orden de izquierda a derecha, como se hace en la
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lectoescritura (lo que podria considerarse como un elemento de conocimiento de
cardcter pedagégico general no ligado a la materia). El profesor plantea la validacién
del problema, preguntdndoles si «es igual el dibujo que teniamos en la tarjeta a lo que
ha construido Manuel?», con lo que estd promoviendo la comparacién entre la tar-
jeta (Figura 2) y la composicién realizada por el alumno como una estrategia de va-
lidacién (KPM — formas de validacién). El profesor contempla la validacién como
fase relevante en la resolucién de problemas (KPM — resolucién de problemas).

En el segundo episodio, anticipando las dificultades que sus alumnos pueden
presentar para identificar como iguales representaciones grificas en dos dimen-
siones desde diferentes puntos de vista o perspectivas del mismo objeto tridimen-
sional (KFLM - dificultades), parte de la vista frontal de una composicién pero
a continuacién utiliza otra tarjeta con la misma composicion, pero fotografiada
desde una vista cenital (Figura 3) y la pone en paralelo a la anterior, sabiendo el
papel que la comparacién posee en el establecimiento de relaciones entre objetos
(KPM — forma de génesis epistemoldgica) y lo utiliza como estrategia de ensefianza
(KMT — estrategia). Les pregunta uno a uno: «;chicos, es igual? Y después al grupo
entero: «;Hay alguien que piense que esto es igual a esto (senalando cada tarjeta)?»
Ante la respuesta undnime de que no son iguales, comienza a precisar la pegunta,
senalando cada una de las fotos: ;Aqui hay las mismas figuras geométricas que aqui?
Los alumnos dicen que si y uno, en particular, indica que en una tarjeta las figuras
estdn tumbadas y en la otra estdn de pie, que le sirve a Javier para matizar: «Aqui se
ven de una forma y aqui se ven de otra, pero json las mismas?. En el didlogo que man-
tiene con sus alumnos, su discurso se va mostrando cada vez mds preciso tanto a
la hora de preguntar por la igualdad, como cuando parafrasea los descubrimientos
de sus alumnos (KMT - lenguaje como estrategia de ensenanza). Percibiendo las
dificultades de los alumnos y sabedor de la importancia de que los alumnos de estas
edades acttien directamente sobre objetos (se podria considerar como un elemento
de conocimiento de cardcter pedagdgico general no ligado a la materia) y, en par-
ticular, sobre recursos especificos para un contenido (KFLM — formas de interac-
cién), plantea las dos situaciones descritas anteriormente para que experimenten
cémo se ve un objeto desde distintas perspectivas (KMT — tarea). Con ello trata de
hacer emerger aspectos proyectivos de la situacién: que el nino que es observado no
cambia y que lo que cambia es el foco (el punto de mira), y, por lo tanto, la forma
de la imagen resultante de dicha proyeccién — vista del nifio observado (KPM —
gran idea). A continuacién, debajo de ambas tarjetas, realiza la composicién con el
material y les pregunta, desde sus puestos, con qué tarjeta la identifican y, por trios,
se van acercando a la composicién para visualizarla desde arriba y Javier descubre
que, a pesar de la experimentacién, la mayoria sigue asocidndola con la figura 1,
que se corresponde con la imagen mental que los alumnos tienen de las figuras
(KFLM — formas de interaccién con un contenido).
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DESCRIPCION DEL FRAGMENTO DE VIDEO DE IRENE:
«EL JUEGO DE LA FAMILIA DE LOS OSITOS»

En esta seccién se analiza una sesién de clase de unos 30 minutos gestionada
por Irene en la que se trabajan las descomposiciones aditivas del nimero 6. Ire-
ne comienza planteando en asamblea una actividad con la que los nifios estdn
familiarizados (ella ha sido su profesora los dos afos anteriores). Se presenta, en
una ldmina grande plastificada (Figura 5¢) una representacion icénico-grafica de
una casa de mufecos con una distribucién especifica de estancias realizada por la
profesora (un salén, una cocina, un bafio y un dormitorio), en la que se muestra
el simbolo del niimero 6 en el tejado. Se sacan seis contadores con forma de oso,
que constituyen una familia, los cuales se van moviendo por la casa siguiendo la
historia narrada por la profesora. La profesora presenta los miembros de la familia
mientras los coloca uno a uno en el salén. A continuacién, desplaza el oso abuelo
al cuarto de bafio y plantea las preguntas siguientes: «; Cudntos ositos hay ahora en el
salon? ;Y en el bano? ; Cudntos habia en el salon antes de que el abuelo se fuera al baro?
sCudntos hay ahora en el dormitorio? ;Y en la cocina?». La maestra continda con la
historia, realizando movimientos de los miembros de la familia de una estancia a
otra. Asi, desde la accidn, la maestra generaba cada descomposicién quitando un
oso del salén y lo anadia al bafio de manera ordenada y sucesiva representando las
descomposiciones binarias del 6 siguientes: 6+0, 5+1, 4+2, 3+3 y 2+4.

En paralelo, la profesora ha sacado el material Numicon® (Figura 4, Manipula-
tiva), conocido ya por los alumnos por tareas desarrolladas anteriormente, que pre-
senta una configuracién puntual binaria de los 10 primeros niimeros. Irene les pide
que representen con el material cada descomposicién que aparece en la casa, y que
comprueben su respuesta mediante la superposicién de las fichas escogidas con la
correspondiente del 6 (Figura 5a Manipulativa). Irene incorpora nuevas preguntas
(e.g., «;Cudntos ositos hay ahora en el salon? ;Y en el bario? ;Cudntos habia en el salén
antes de que el abuelo se fuera al bano? ;Cudntos hay ahora en el dormitorio? ;Y en la
cocina?») para hacer que los alumnos comparen una situacién con la anterior y asi
se den cuenta de que siempre hay 6 osos en total en la casa, independientemente
de cémo estén distribuidos.

Finalmente, tras unos 10 minutos en los que la maestra va variando la coloca-
cién de los munecos en la casa y haciendo las mismas preguntas, cada nifio pasa
a su mesa. Alli individualmente tienen que completar una ficha que, en la parte
izquierda, (Figura 4, Grafica) contiene un espacio para dibujar una de las situacio-
nes que han aparecido previamente en la sesién, y en la parte derecha, proporciona
huecos para que escriban los simbolos numéricos de las cantidades que correspon-
den con el niimero de osos que han dibujado en la parte izquierda de cada estancia
indicada a través de un icono (dormitorio con una cama, cocina con un tenedor,
bafio con un peine, salén con una TV, Figura 4, Simbélica).



LA PRACTICA DE AULA: UNA VENTANA PARA ACCEDER AL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO 75

ELEMENTOS DE CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO SOBRE ARITMETICA MOVILIZADOS
POR IRENE

En la actividad descrita, Irene utiliza el lenguaje natural oralmente para ayudar
a los nifos a construir enlaces entre sus experiencias matemdticas informales, «la
situacién real» planteada en la casa a través del juego simbdlico, los materiales
estructurados (fichas Numicon®), los dibujos en papel generados por los ninos de
la situacién planteada y los simbolos formales usados en la ficha escrita (Figura 4)
(KoT — registros de representacion).

'Selsnrntnsenml']

Simbdlica

Figura 4. Representaciones facilitadas por Irene
(Modelo adaptado de Lesh; Lesh, Post yBehr, 1987)

Irene es consciente de que la composicién-descomposicién de niimeros hasta
10 es un contenido central en el aprendizaje del niimero en Infantil (KMLS — ex-
pectativas de aprendizaje). Sus acciones en el fragmento descrito muestran la im-
portancia que ella da al uso de diferentes sistemas de representacién para trabajar
con sus alumnos las relaciones numéricas y a presentar en paralelo, y delante del
grupo, las distintas representaciones de la situacion trabajadas en cada momento,
para facilitar la comparacién (KMT — estrategias). Usa como punto de partida una
situacién muy cercana a los ninos y el juego simbélico, lo que hace que la impli-
cacién de estos en la actividad sea alta (mostrando su conocimiento de cardcter
pedagdgico general no ligado a la materia como sustento de esta eleccién), pero
también sabedora de las dificultades de los nifios de manejar cantidades numéricas
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sin apoyo visual (KFLM — formas de interaccién con un contenido matemadtico).
Utiliza el lenguaje para facilitar las conversiones entre representaciones como téc-
nica de ensefanza (KMT — estrategias) y realiza las conversiones entre sistemas de
representacién en general en el sentido de la mds concreta a la mds abstracta, pero
ante dificultades de los alumnos vuelve a lo concreto — como veremos mds abajo en
el caso de la descomposicién 3+3 (KMT — ejemplos).

Para facilitar las conversiones entre distintos sistemas de representacion, Irene
introduce representaciones «mixtas» que tienen caracteristicas de dos registros dife-
rentes del Modelo de Lesh (Lesh, Post y Behr, 1987) (KoT - registro de represen-
tacién). En primer lugar, para promover la conversién de la situacién real hacia una
representacién icénico-grafica, prescinde de la casa de mufiecos (de juguete, en 3
dimensiones) que habia utilizado en cursos anteriores (Figura 4, Situacién real), y
la sustituye por una representacion icénico-gréfica (Figura 5, ¢, limina plastificada)
en dos dimensiones, sobre la cual va colocando los osos de pléstico. En segundo
lugar, utiliza una representacién mixta para facilitar el paso de una representacién
icénico-gréfica a una en lenguaje formal introduciendo simbolos numéricos. Esto
queda patente en el diseno que realiza de la ficha que trabaja en la parte final de la
sesién (Figura 4, Simbdlica) (KMT — estrategias de ensefianza).

Al comenzar la sesién constituye la familia nombrando a cada miembro, «e/
abuelo, la abuela, la mamd...», mientras lo asocia a cada oso del material; parece
sabedora de la importancia en la etapa de dedicar un espacio a la construccién de
una coleccién y de favorecer que los alumnos la conciban como tal antes de em-
pezar a identificar el cardinal de la misma (KoT — propiedad). Hace explicito a los
alumnos la creacién de la coleccién mediante la enumeracién (KMT — estrategias
y técnicas de ensenanza), procedimiento de naturaleza pre-numérica y base del
conteo (KoT — procedimientos).

Por otra parte, sabedora de la importancia de la resolucién de problemas en la
actividad matemadtica (KPM - resolucién de problemas), lo utiliza como estrategia
de ensenanza (KMT - resolucién de problemas como estrategia ) al plantear pro-
blemas de combinacién (Carpenter y Moser, 1983) (KoT — definiciones y propie-
dades, fenomenologia), que describen una relacién estdtica entre dos subconjuntos
disjuntos, también llamados partes, que juntos forman el conjunto total o todo,
que dan sentido a la relacién parte-todo (KoT — definiciones y propiedades). Las
preguntas que formula a los alumnos cuando desplaza un oso de una dependen-
cia a otra reflejan su conocimiento de las caracteristicas relevantes de este tipo de
problema (KoT — definiciones y propiedades) y su conocimiento del desarrollo
conceptual y procedimental esperado (KMLS), lo que le lleva a ser muy precisa
en el tipo de preguntas que formula, en el vocabulario y tiempo verbal utilizado
(KoT — registro de representacién), basindose en él como recursos para la ense-
fianza (KMT - lenguaje como recurso de ensefianza): «;Cudntos ositos hay ahora en
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el salon? (parte)... ;Y en el bano? (parte)... ;Cudntos habia en el salén antes de que el
abuelo se fuera al bano?» (todo).

Cuando introduce una nueva situacién en la ldmina con los osos, pide a un
alumno que represente con el Numicon® esa situacién en paralelo, lo que muestra
que Irene conoce el potencial del material (KMT — recursos) tanto para represen-
tar el cardinal de conjuntos como para la composicién y descomposicién de los
nameros utilizando la subitizacién, y decide poner a su disposicién solo las piezas
de 1 a 6 agujeros para facilitar su tarea («be sacado estas porque vamos a hacer el 6»)

(KoT — definiciones y propiedades).

Irene utiliza la comprobacién de la descomposicion con el material a través de
la superposicién como un modo de validar la respuesta que consiste en la compa-
racién de cantidades representadas con ayuda de las fichas (KPM — formas de vali-
dacién) y lo utiliza como estrategia de ensenanza (KMT, estrategia). En el caso de
la descomposicién del 3 y 3, el alumno comienza colocando la ficha del Numicon®
del 1 sobre la ficha de comprobacién (Figura 5, a). Aunque visualmente el alumno
tiene la distribucién de los osos en las estancias, Irene facilita al alumno la conexién
entre los dos sistemas de representacién (KMT — estrategia de ensefianza), inci-
diendo en los elementos del problema que son relevantes para su resolucién: «bay
3 en el bano y 3 en el salon, como ha dicho Maria», es decir, el cardinal que corres-
ponde con cada parte de la descomposicién (KoT — propiedades). El alumno coge
la ficha del 3 y la superpone, de manera que los huecos libres suponen la necesidad
de seleccionar la ficha del 1 y del 2 (Figura 5, a).

b)

Figura 5: Dificultades para la descomposicién del 6 en 3 mds 3 con el Numicon®

Aunque la descomposicién 3, 1y 2 que construye el alumno con las fichas tam-
bién es 6, no hay una correspondencia entre la descomposicion de la modelacién
con la situacién representada en la casita (3 y 3). Irene le corrige asi: «;Hay un osito
solo en una habitacion? (alumno: no). Hay 3 en el baro y 3 en el salon. Ya tienes 3.
sAhora cudl tienes que coger?». Irene percibe que la dificultad del nifio procede, en
parte, de la dificultad de encajar la forma geométrica de las dos figuras del 3 (Figura
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5, b) de manera que coincida con la forma de la ficha del 6 (KFLM - fortalezas y
dificultades) y pide a un companero que le ayude. Pero dicha dificultad también
estd condicionada por el interés de la profesora de que los nifos validen el resultado
siempre mediante la superposicién de las fichas (KMT — estrategia condicionada
por el recurso), que impone la misma distribucién espacial a las distintas descom-
posiciones, teniendo, de esta manera, siempre presente el nimero 6 y priorizando
la comprobacién a la limitacién del material (KPM — formas de validacién).

Tras la descomposicién 3 y 3, se plantea la descomposicién 2 y 4, quedando
2 osos en el salén y 4 en el cuarto de bafo. Para la validacién, una alumna coge
las piezas del 2 y del 4, pero antes de que las superponga en la del 6, Irene dice:
«Hay alguna también ahi que diga 4 y 22». La nifa superpone las fichas en la misma
descomposicién que habia del 4 y 2 (situacién vista anteriormente, 4 en el salén
y 2 en el bafo), y la profesora dice: «lguales, ;verdad? Si ya estd ahi, es lo mismo.
No lo tienes que poner ahi porque ya estd puesto ;no?». En este fragmento se observa
que Irene no aborda la propiedad conmutativa, incluso ordena los sumandos con
las fichas sin seguir el orden con el que ha construido la descomposicién con los
muiecos, desconectando asf las dos representaciones por primera vez en la sesién
(KSM — conexiones de complejizacion).

En la dltima parte de la sesién, Irene introduce explicitamente por primera vez
el signo igual, el signo de la suma y numerales escritos (lenguaje formal), conscien-
te de la importancia de no precipitar la aparicién del lenguaje simbdlico (pudiendo
representar esto posibles indicios de KFLM — teorias de aprendizaje; KMLS — nivel
de desarrollo conceptual esperado). La representacion simbélica no es punto de
partida de la actividad, como ocurre generalmente en los libros de texto. Es claro
que Irene potencia el desarrollo de la abstraccién en sus alumnos a través de la
manipulacién y de la introduccién gradual, en un orden muy preciso, de diferen-
tes sistemas de representacion (KMT — estrategias, técnicas, tareas y ejemplos) y
teniendo en cuenta sus expectativas de aprendizaje de los alumnos (KFLM — ex-
pectativas de aprendizaje).

CONCLUSIONES

A partir de los andlisis de videos de la prictica de los dos profesores presentados
en la seccién anterior, hemos identificado elementos del conocimiento especiali-
zado del profesor para ensefiar matemadticas en la etapa de Infantil. A pesar de que
los temas matemadticos sean distintos, algunos aspectos del conocimiento especiali-
zado del profesor son comunes en los dos contextos, como, por ejemplo, el uso del
lenguaje matemdtico adecuado a cada contexto o la resolucién de problemas como
estrategia de ensenanza de los contenidos matemdticos. Sin embargo, otros han
emergido especificamente asociados al contenido matemdtico concreto tratado en
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cada video (sélidos y visualizacién, y descomposicién del nimero 6), poniéndose
de relieve la especificidad del conocimiento del profesor de matemdticas incluso en
la etapa de Infantil.

En estas sesiones observadas en Infantil, algunos elementos de conocimiento de
cardcter pedagégico general no ligado a la materia parecen hacerse mds presentes
(y necesarios) que, en otras etapas educativas, por el desarrollo fisico y cognitivo de
estos alumnos. Por ejemplo, las sesiones se estructuran partiendo de una organiza-
cién en asamblea con una tarea grupal y, posteriormente, cada nifio completa una
ficha de manera individual que permite al profesor la evaluacién del aprendizaje
logrado; se considera la importancia de la interaccién social en situaciones parti-
culares de dificultad; los alumnos han de enfrentarse a situaciones relevantes cuya
resolucién requiere de la manipulacién y experimentacion.

No obstante, en las situaciones en que el foco es la discusién matemdtica estos
elementos de conocimiento no ligados a la materia aparecen subsidiarios de otros
especificos del quehacer matemdtico asociado a cada uno de los temas que se discu-
ten con los alumnos. Asi, cuando Javier insiste en la sesién en que la composicién
debia realizarse de izquierda y derecha (para reforzar el sentido de la escritura),
desde la perspectiva del contenido matemdtico, el sentido de la composicién es
irrelevante pero esta opcidén pedagogica se encuentra al servicio de la importancia
que le concede a la sistematicidad en la resolucién de problemas (KPM — heuristi-
o). Asi, aunque sin menospreciar los aspectos de indole general, se torna evidente
que los elementos del conocimiento especializado del profesor en el dmbito de la
Matemidtica moldean su prictica y, en ese sentido, han resultado clave para com-
prender la préctica de ambos profesores para ensefiar matematicas.

Hay que destacar que, las tareas matemadticas que ambos profesores proponen
en el aula tienen su origen en una situacién problemadtica disefada por ellos mis-
mos que no se corresponden con tareas al uso trasladadas al aula directamente si-
guiendo las indicaciones de un libro de texto comercial. En ese sentido, sus respec-
tivas prdcticas se sustentan en el conocimiento que poseen sobre lo que los alumnos
ya saben al respecto y su nivel de desarrollo, lo que se relaciona, obviamente, con su
conocimiento de lo que consideran que deben aprender los alumnos en ese curso
(KMLS): Descomposicién del nimero 6 y reproduccién de composicién geomé-
trica desde un enfoque proyectivo y, por otro lado, de las implicaciones para los
aprendizajes futuros en los temas centrales de Nimeros y Geometria.

En ambos casos, las tareas propuestas tienen como punto de partida situacio-
nes/contextos que resultan significativos para los nifios y que, simultdneamente
se convierten en relevantes para el aprendizaje de las matemadticas (las discusiones
que ocurren lo permiten). El caso de la situacién de la composicién de figuras es
un tipo de problema relevante en Geometria (KoT — fenomenologia) y se realiza
mediante fotografias tomadas desde distintas perspectivas (KMT — recursos). La
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situacién de la casa y los osos se organiza mediante la formulacién de problemas
de combinacién que permiten ampliar la comprensién de los alumnos de las re-
laciones numéricas implicando el todo y las partes correspondientes, que son la
base de la descomposicién numérica (KoT — propiedades). El andlisis de la sesién
pone de relieve la necesidad de un amplio y sélido conocimiento especializado en
el dominio del MK. En el caso discutido en el dmbito de la Geometria, se moviliza
el conocimiento de Javier sobre el papel relevante que el enfoque geométrico pro-
yectivo posee para el conocimiento de los cuerpos geométricos (KSM — gran idea).
También se ha reflejado la necesidad de conocer las propiedades relevantes (e irrele-
vantes) de los cuerpos geométricos, que, en este caso, se desconocen y se asocian de
forma incorrecta a la posicién de las mismas y a figuras prototipicas (KoT — propie-
dades), siendo el motivo por el que designa al prisma de base triangular y de poca
altura, apoyado sobre una de sus caras laterales, como pirdmide. De su prictica
se desprende la importancia de conocer los rasgos relevantes de este tipo de pro-
blema (identificacién de cada figura y la posicién de cada una en la composicién,
tomando como referente simultdneamente la base de cada una y las demds figuras)
(KoT — propiedades), del papel de la visualizacién como proceso matemadtico para
la construccién de conocimiento geométrico (KPM, prdcticas particulares); y de
la sistematizacién para reproducir la composicién (KPM, formas de proceder en
la resolucién de problemas). Asimismo, destaca el papel de la validacién de la res-
puesta mediante la comparacién entre la fotografia y la composicién realizada por
el alumno (KPM — formas de validacién) como fase importante de la resolucién de
estos tipos de problemas (KPM — fases de resolucién de problemas).

En el caso del trabajo en el dmbito de la Aritmética sobre el nimero, el foco en
el desarrollo de las bases del conocimiento numérico de los alumnos en esta etapa
estd sustentado en el conocimiento del profesor de la relacién entre el todo y las
partes que lo forman (KoT — propiedades); del tipo de problemas que promueven
la comprensién de dicha relacién (KoT — propiedades); de la enumeracién como
procedimiento para construir una coleccién con un criterio cuantitativo (KoT,
procedimientos); de la comprobacién como prictica matemadtica para validar que
la composicién de las partes identificadas forman el todo (KPM — formas de vali-
dacién); y de la subitizacién para apoyar la validacién y reconstruir el todo (KoT
— procedimientos).

Podemos destacar otros dos aspectos del MK comunes en la préctica de ambos
profesores: el conocimiento de la comparacién, como préctica matemdtica que
promueve conocimiento matemdtico en esta etapa (KPM) y el conocimiento de
distintos sistemas de representacién y la complementariedad entre ellos (KoT).
Ambos elementos de conocimientos estdn intimamente relacionados entre si y, a
su vez, con elementos de conocimientos del dominio del PCK, que detallamos a
continuacioén.
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La comparacién como préctica matemdtica (KPM) es usada como estrategia
de ensefanza (KMT), que se plantea tanto respecto de diferentes estrategias de
resolucién empleadas por los alumnos, como de distintos modos de representar
una estrategia concreta, mostradas en paralelo delante de ellos, facilitando la de-
teccién de elementos comunes o diferentes relevantes en cada situacién. Asi, este
conocimiento parece clave para promover el desarrollo del pensamiento flexible
o adaptativo de los estudiantes en esta etapa, y estd intimamente relacionado con
el conocimiento del papel de distintos sistemas de representacién y de la conver-
sién entre ellos (KMT) en los procesos de ensefianza de contenidos aritméticos y
geométricos y en la necesidad de los alumnos de esta etapa de partir de representa-
ciones concretas (KFLM — formas de interaccién).

El conocimiento de los distintos sistemas de representacién (KoT) se mues-
tra decisivo para tomar decisiones sobre los recursos diddcticos. El andlisis ha
revelado la importancia de conocer las bondades y limitaciones del material
utilizado para la ensefanza de cada tema (KMT — recursos). Los bloques de
construccién y Numicon® representan conceptos abstractos por naturaleza y
promueven razonamientos particulares sobre ellos. Javier potencia que los blo-
ques sean observados desde distintos puntos de vista, sobre la base de la visuali-
zacién, con el fin de observar propiedades de los distintos cuerpos. Irene utiliza
el Numicon® como una configuracién con puntos para representar colecciones
de una situacién relevante contextualizada que facilita procesos como la subiti-
zacién y la correspondencia uno a uno. Puede observarse cémo en ambos casos
se promueve la coordinacién entre visualizacién, representacién y razonamiento
de sus alumnos.

Otro sistema de representacién importante se refiere al lenguaje; un elemento
clave de la ensefanza de la matemdtica en Infantil es la seleccién del vocabulario
apropiado, ya sea formal o informal, que transmita el significado de los conceptos
abordados (KMT), y de ir introduciendo progresivamente, aunque sin forzar, el
registro simbélico (de naturaleza numérica, en el caso de Irene, y geométrica, en
el caso de Javier) para favorecer la designacién en Infantil (KMT). Javier usa la
fotografia, que es una representacién iconico-grafica en 2d de los cuerpos geomé-
tricos, como recurso para incluir la perspectiva en el conocimiento de las figuras e
Irene utiliza una representacion sencilla de una casa con distintas estancias, donde
se puede identificar el total de estancias y su distribucién como las partes que la
componen, para potenciar la idea de la relacién parte-todo. Durante los episodios
de ambos maestros se les puede observar facilitando conversiones de una represen-
tacién a otra, evolucionando de las representaciones mds contextualizadas a las mds
simbdlicas y recurriendo a las mds intuitivas, como las situaciones relevantes y los
materiales manipulativos (KMT — recursos, estrategias), en el caso de que los nifios
presenten dificultades (KFLM — dificultades).
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Los elementos de conocimiento especializado que han emergido del andlisis de
la prictica son un resultado de investigacién relevante para el campo que respalda
su consideracién como contenido de aprendizaje en la formacién inicial y continua
de profesores. Se observa la especificidad de ese conocimiento para la ensefianza en
esta etapa y su enraizamiento en la propia matemdtica. Asi, el dominio del MK,
habitualmente excluido de los programas de formacién de estos profesionales y de
las agendas de investigacién, debe ser considerado y abordado con suma seriedad y
profundidad. Tres vias trabajo surgen de este estudio: por un lado, profundizar en
las relaciones entre elementos de conocimiento especializado que ayuden a com-
prender mejor el conocimiento que sustenta las practicas de los profesores. Por otro
lado, completar el andlisis realizado con el andlisis del conocimiento especializado
que habria sustentado una gestién alternativa (Conocimiento Especializado Evocado
al Investigador por las Oportunidades, Lifidn, (2017)), que permitiria convertir los
videos analizados en recursos para la formacién del profesor. Por ejemplo, el ani-
lisis del video de Irene enfocando la aritmética desde el dlgebra como perspectiva
avanzada (conexién de complejizacion, KSM), nos permitiria identificar elemen-
tos de conocimiento especializado necesario para, a partir de ciertos ejemplos de
las descomposiciones aditivas del nimero, promover el aprendizaje intuitivo
de propiedades de la suma, como la propiedad conmutativa, la asociativa y el ele-
mento neutro, asi como la idea de equivalencia entre las distintas descomposicio-
nes. Finalmente, una tercera via tiene que ver con profundizar en el subdominio
conocimientos de la estructura de la matemidtica porque consideramos que deberfa
ser relevante en el conocimiento de este profesional (Klein, 2006; Mufoz-Cataldn,
Lindn y Ribeiro, 2017), al otorgar a las matemdticas en Educacién Infantil una
entidad que trasciende a la propia etapa (NCTM, 2000).
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RESUMEN

Describimos siete perspectivas para analizar la prictica del profesor, que tienen espe-
cial relevancia en el dmbito académico latinoamericano. Sin pretender ser exhaustivos ni
considerar que son las tnicas, buscamos generar un espacio de debate entre los profesores
e investigadores interesados en el tema y enmarcar los trabajos presentados en los capitulos
previos. En la seccién final presentamos un ejemplo de formacién de profesores en ejercicio
basado en la préctica reflexiva, en el programa de Maestria en Docencia de la Matemdtica
de la Universidad Pedagégica Nacional (Bogotd — Colombia).

Palabras clave: Estudio de clase, Ciclo de Smyth, Reflexion y accion en comunidades de
prictica, Cuarteto de conocimiento, ldoneidad diddctica, racionalidad de la prictica, Modelo
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ABSTRACT

We describe seven perspectives to analyze the teacher's practice, which have special
relevance in the Latin American academic context. Without pretending to be exhaustive
neither to consider that these perspectives are the only ones, we seek to generate a space for
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debate among teachers and researchers interested in the subject, and to build a framework
for the previous chapters of this book. In the final section, we present an example of situated
teacher training based on reflective practice, which is presently under development in the
Maestria en Docencia de la Matemdtica at the Universidad Pedagdgica Nacional (Bogotd

— Colombia).

Keywords: Lesson study, Smyth cycle, Reflection and action in communities of practice,
Knowledge quartet, Didactic suitability, Practical racionality. MKTS model.

INTRODUCCION

A INVESTIGACION sobre la prictica del profesor se inscribe en el campo de

estudio del conocimiento profesional del profesor de matemadticas. Este se ha

desarrollado desde la década del ochenta del siglo XX, a partir de los trabajos
de Shulman (1986). Actualmente atin es considerado un dmbito pertinente y ne-
cesario de investigacién, como lo corroboran innumerables trabajos investigativos
(Ferndndez y Yoshida, 2004; Escudero, 2003; Barbé, Bosh, Espinoza y Gascén,
2005; Martin, Soucy, Wallace y Dindyal, 2005; Llinares y Krainer, 2006; Martin et
al., 2005; Rowland, Huckstep y Thwaites,2005; Parada, 2011; Godino, Batanero,
Rivas y Arteaga, 2013; Herbst, 2018; Munoz-Cataldn, Joglar-Prieto, Ramirez-Gar-
cia, Escudero-Dominguez, Aguilar y Ribeiro, 2019).

La apertura del campo de investigacién sobre el conocimiento profesional del
profesor se debe, entre otras razones, a la crisis de confianza en el conocimiento
del profesor, derivada de bajos niveles de desempefio de los estudiantes. Como lo
senalé Schon (1992) hace mds de treinta afios, a pesar del cimulo de propuestas
de disenos de ensefianza, técnicas y fundamentos conceptuales, dirigidos a la for-
macién de profesores, la efectividad de la ensefianza se desafia permanentemente y
ain no existe un consenso sobre cudles son las opciones mds adecuadas para formar
profesores. Esto hace de la investigacién sobre el conocimiento del profesor, y en
particular sobre la prictica del profesor, un dmbito de investigacién vigente y dind-
mico, del cual dificilmente se puede dar cuenta en unas pocas lineas.

El conocimiento profesional del profesor ha sido concebido de manera general,
como de naturaleza tedrico-prictica (Flores, 2000). Se configura mediante un en-
tramado de fuentes que provienen de los dmbitos académicos de formacién (inicial
y continuada), pero también de la propia experiencia escolar, del contexto de la
accién educativa y de los retos que demanda la gestidn de situaciones de ensefianza
y aprendizaje; estas son, por naturaleza, complejas, inciertas, inestables y tnicas.
La agenda especifica sobre la prictica del profesor sitta la indagacién en uno de los
aspectos de la dualidad de tal conocimiento. Esto hace que algunos autores, como
Llinares (2000) se refieran a este 4mbito como «el conocimiento profesional del
profesor de matemdticas en accién». La investigacién busca principalmente:

— Establecer las fuentes personales, sociales, organizacionales, culturales y po-
liticas con las que el profesor construye su conocimiento en el curso de la
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accién de ensenar matemadticas y los procesos interpretativos a través de los
cuales dota de significado las situaciones que enfrenta a diario, las examina
y dirige su accién (Garcia y Llinares, 1999);

— Dar cuenta del conocimiento prictico que pone en funcionamiento el pro-
fesor cuando ensena matemdticas, junto con las justificaciones que elabora
para ponderar su prictica, explicar las actividades que realiza y examinar
los cambios que introduce a su ensefanza, fruto de la reflexién sobre esta
(Llinares y Krainer, 2006);

— Caracterizar el papel que desempena el profesor en la constitucién de prac-
ticas matemdticas en el aula, por su capacidad explicativa para identificar
aspectos relevantes de dichas pricticas (Escudero, 2003).

El propésito de esta contribucién es describir algunas perspectivas analiticas
para investigar el conocimiento profesional del profesor de matemiticas en accién,
que tienen especial relevancia en el dmbito académico latinoamericano. Con ello
pretendemos proponer una panordmica en la cual enmarcar los trabajos presenta-
dos en los capitulos previos. Somos conscientes que la practica del profesor no se
circunscribe a lo que sucede en el aula, sino que se configura en el marco de otras
actividades que realiza en la institucién educativa y en la fundamentacién que logra
de su prdctica por medio de actividades de autoaprendizaje, trabajo con colegas,
asistencia a centros de formacidn, etc. Sin embargo, privilegiamos la reflexién so-
bre la practica del profesor en el aula e intentamos centrarnos en el aprendizaje del
profesor en ese dmbito y en el conocimiento que pone en funcionamiento cuando
posibilita que sus estudiantes realicen pricticas matemadticas.

Sin pretender ser exhaustivos ni considerar que las perspectivas presentadas son
las tinicas, buscamos generar un espacio de debate entre los investigadores intere-
sados en el tema. Organizamos las propuestas en dos apartados: perspectivas para
identificar y promover el aprendizaje del profesor desde su préictica y perspecti-
vas para analizar aspectos especificos del conocimiento profesional del profesor
en accion. En la dltima seccién del capitulo presentamos un ejemplo de proceso
de formacién de dos profesores en ejercicio, cuyo objetivo es promover pricticas
reflexivas y favorecer transformaciones en su prictica, de cara a hacer realidad las
orientaciones curriculares colombianas.

PERSPECTIVAS PARA IDENTIFICAR Y PROMOVER
EL APRENDIZAJE DEL PROFESOR DESDE SU PRACTICA

En este grupo ubicamos investigaciones que centran su interés en identificar
qué aprende el profesor en su prictica por medio de la reflexién sobre esta, y pro-
ponen vias sobre coémo promoverla. Dado que, como senala Flores (2000), las acti-
vidades cotidianas del profesor se dirigen a diferentes estudiantes cuyas identidades
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individuales, o su configuracién como grupos, cambian permanentemente, el
profesor tiene que atender problemas profesionales de distinta indole y necesita
adaptarse permanentemente a nuevas situaciones inciertas, singulares y desestabi-
lizadoras (Schon, 1992). Esto hace que se vea abocado a experimentar procesos de
formacién continua, basados en la reflexién sobre su prictica.

Schén (1992) fue pionero en sefalar la importancia de la reflexién sobre la
préctica como elemento central del aprendizaje de los profesores. Su trabajo es
referenciado en multiples investigaciones posteriores (Liston y Zeichner, 1997;
Contreras, 1997; Flores, 2000; Llinares, 2004, 2012, 2013; Ferndndez y Yoshida,
2004; Godino, 2009). El adjetivo «reflexivo» en la expresion «préctica reflexivar
alude a la actitud del profesor que convierte su accién en objeto de estudio con el
fin de comprenderla y transformarla. En palabras de Rogers (2001; citado en Go-
dino y Batanero, 2009), la reflexién permite al profesor «integrar la comprension
lograda en la propia experiencia con el fin de realizar mejores elecciones o acciones
en el futuro, asi como estimular la propia efectividad global» (p. 12).

A continuacién, nos referimos a tres perspectivas para identificar y promover el
aprendizaje de los profesores en la prictica.

EsTuDpIO DE CLASE

La opcién denominada Estudio de clase surgié como una estrategia en Japén
(Yoshida, 1999; Ferndndez y Yoshida, 2004) encaminada a promover indagacio-
nes sistemdticas sobre las practicas de ensefianza de los profesores en ejercicio, en
busca de obtener mejores resultados en los estudiantes. La estrategia se enfoca en
el estudio detallado de lo que pasa al interior de las clases de matemadticas cuando
se implementan disefios preparados cuidadosamente por equipos colaborativos,
conformados por profesores y directivos docentes. Especificamente, ellos llevan a
cabo una reflexién sistemdtica en torno a una situacién o problema de ensefianza
(por ejemplo, el andlisis del funcionamiento de una tarea, la gestién de la clase, el
papel de los instrumentos mediadores, los procesos de evaluacién, etc.) que ocurre
en su propia préctica, sugieren formas de atenderla, las experimentan y reflexionan
sobre el funcionamiento de las alternativas efectuadas. La reflexién se considera
importante para mejorar sus practicas.

La implementacién de la estrategia se desarrolla en ciclos continuos que
comprenden tres fases: exploracién—planeacién; ejecucién—observacidn; vy, revi-
siéon—reflexién. (Cuadro 1). Una vez se culmina un ciclo de reflexién o estudio
de una clase comienza un nuevo ciclo que puede partir de alguna situacién o
problema detectado en el ciclo previo o asumir una situacién diferente de interés

del equipo.
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En la Fase 1 (exploracién—planeacién) se comparten preocupaciones sobre lo
que ocurre en el aula para decidir, de comin acuerdo, cudl es la situacién o proble-
ma en la que se va a enfocar un ciclo de Estudio de clase. Generalmente, el equipo
prioriza la situacién que se considere tiene mayor impacto en el aprendizaje de los
estudiantes y concreta la situacién con una descripcién sucinta o una pregunta.

A partir de la definicién de la situacién que serd objeto del Estudio de clase se
adelanta un proceso de fundamentacién en el que se estudian materiales que pue-
dan servir para interpretar el problema, aclarar dudas en torno a este y planear una
clase, colaborativamente, con el fin de enfrentar la situacién con miras a remediarla
o encontrar alternativas de mejora. El equipo en pleno es responsable de planear
la clase. Esta se hace minuciosamente y exige atender asuntos como: detalles espe-
cificos de las actividades matemdticas que hardn los estudiantes; los aprendizajes
esperados; el papel que jugard el material; el uso eficiente del tiempo de la clase; las
evidencias de aprendizaje que se tendrdn en cuenta, etc. El producto de la planea-
cién colaborativa es un plan escrito de la leccién, que describe en detalle el disefio
de esta.

Una vez prevista una planeacion se prepara la observacion de la ejecucién de
la clase. Un miembro del equipo asume la gestion de la clase y los demds se dis-
tribuyen tareas de observacién, enfocando la atencién en asuntos diferentes. Si asi
lo consideran, construyen rejillas de registro de informacién para documentar los
sucesos de la clase.

Cuadro 1. Fases de un Estudio de clase.

Fase 1: Exploracién—planeacién
— Conformacién del equipo.
— Delimitacién de la situacién.

Estudio del problema.
Elaboracién del plan de clase.
— Seleccidén o construccién del material didactico.

Preparacién de la observacién.
Fase 2: Ejecucién—observacién

— Realizacién de la clase.

— Organizacién de la informacién registrada en la observacion.
Fase 3: Revisién—reflexién

— Reflexién sobre los asuntos observados.

— Reflexién sobre el Estudio de clase.

— Proyeccién de un nuevo Estudio de clase.

En la Fase 2 (ejecucién-observacién) un miembro del equipo implementa
la clase y los demds estdn presentes como observadores no participantes. Son los
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responsables de recoger y organizar la informacién obtenida sobre los sucesos de
la clase que serd objeto de la reflexién posterior. Por lo general los observadores no
interfieren con el proceso natural de la clase. Sin embargo, pueden circular por el
salén e incluso acercarse a estudiantes o grupos de estudiantes para registrar co-
mentarios, dudas, gestos, etc., que pueden servir para la reflexién posterior.

Asuntos como la pertinencia de la planeacién, la mediacién lograda por el pro-
fesor, la interaccién comunicativa promovida, el empleo de los recursos previstos,
etc., son motivo de registro. El hecho de abrir el aula y permitir ser observado para
recibir contribuciones posteriores permite al profesor que dirige la clase aprender
a partir de la propia experiencia de la realizacion de esta. Para los observadores
es una experiencia enriquecedora que les permite aprender diferentes formas de
gestién y conduce a reflexiones personales sobre las propias maneras de orientar
las clases.

En la Fase 3 (revisién-reflexién) se analiza el impacto de la clase en el apren-
dizaje de los estudiantes. Se busca profundizar en las condiciones que rodearon el
aprendizaje, tales como: el proceso seguido, la gestion, el papel de los instrumentos,
la evaluacién y los alcances de esta. Se considera que es la fase mds importante del
Estudio de clase pues se hacen explicitos los aprendizajes del equipo. Generalmente
se realizan dos momentos de revision-reflexién: uno, a partir de la informacién
recogida en la observacién, que se adelanta una vez se ha ejecutado la clase; otro,
en un encuentro posterior en donde se retoma todo el estudio, para analizarlo en
su conjunto y proyectar un nuevo estudio.

El ciclo reflexivo culmina con la elaboracién de un documento escrito que re-
porta el fruto de la reflexién sobre la prictica. En algunos casos, si el equipo asi lo
decide, se revisa la planeacién de la clase y se ajusta de acuerdo con los cambios
sugeridos en las reuniones de revisién-reflexién. Otro miembro del equipo dirige
la clase en otro grupo y esta es observada por el colectivo. Nuevamente, después de
la leccién, los profesores se reinen para compartir sus observaciones comentarios,
sugerencias y aprendizajes.

En Japén, la indagacién Estudio de clase es apoyada administrativa y econé-
micamente por entidades educativas. Aquellas instituciones que se comprometen
con este tipo de estudios son reconocidas como escuelas innovativas y son tenidas
en cuenta en las evaluaciones al sistema educativo. Por esa via se da a los profesores
la oportunidad de influir en las politicas educativas. En Colombia, la estrategia
Estudio de Clase se implementé en algunas instituciones educativas entre 2003 y
2008, en el marco de un convenio entre el Ministerio de Educacién y la Agencia
de Cooperacién Internacional del Japén (JICA), quien aporté recursos para su
implementacién (MEN, 2009).
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CICLO REFLEXIVO DE SMYTH

Smyth (1991) propone la perspectiva denominada Ciclo reflexivo, la cual se
sustenta en la necesidad de acompanar la reflexién sobre la préctica con fundamen-
tacién tedrica que contribuya al profesor a estudiar su experiencia profesional. El
autor afirma que la reflexién debe conducirse en un ciclo que involucra procesos
de clarificacién de los problemas de la préctica profesional y de comunicacién con
otras fuentes, para poder plantear reformulaciones a los problemas y a las propues-
tas de accién para resolverlos. Las nuevas acciones dan lugar al planteamiento de
nuevos problemas, que a su vez conducen a un nuevo ciclo de reflexién. De esta
manera, la reflexion se vuelve un proceso sistemdtico que el profesor desarrolla
permanentemente para actuar frente a problemas de su practica con base en expe-
riencias anteriores y transformar su accién.

Para capitalizar la tendencia de los profesores de elaborar interpretaciones espe-
cificas de las situaciones que experimentan en su practica, construir conocimiento
profesional en accién y adquirir la capacidad de desenvolverse en situaciones con-
flictivas e inciertas, Smyth (1991) sugiere un proceso reflexivo que involucra: (a)
profundizar sobre el significado de las situaciones que se experimentan y sobre el
valor educativo que pueden tener; (b) ahondar sobre las finalidades de las situa-
ciones; (c) realizar acciones pricticas consistentes con las finalidades y con el valor
educativo; (d) y argumentar sobre el valor del proceso y de sus consecuencias.

La accién reflexiva propuesta por Smyth (1991) es esquematizada por Flores
(2000) de forma andloga a como aparece en el Cuadro 2, en ciclos de cuatro fases
que integran cuatro acciones fundamentales de la reflexién y que dan lugar a nue-
vos ciclos de reflexion.

Cuadro 2. Ciclo reflexivo de Smyth (1991).

TS N~ TS
Descripcién: ;Qué es lo que hago? ;Cudles son mis pricticas?

Informacidn: ;Qué teorfas se expresan en mis pricticas? ;Qué significado tiene lo que

hago?

Confrontacién: ;Cémo he llegado a hacer mis pricticas de esta manera? ;Cudles son las
>

causas?

Reconstruccién: ;Cémo podria hacer mi prictica de otra manera?

Un Ciclo reflexivo comienza con la accién de describir de manera precisa una
situacién de la préctica que los profesores conciben como problemdtica, para poder
abordarla. Después, realizan la accién de informar(se) o delimitar la situacién y
la préctica en la que esta se inscribe, interpretando la situacién con base en fun-
damentos tedricos. En la accién posterior de confrontar(se), los profesores incor-
poran nuevos elementos al andlisis de la practica, identificando supuestos, creen-
cias, valores, etc. Esta accién se adelanta con otros, pues es a través de la toma de
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conciencia de otras posibles formas de interpretar la situacién que se identifican las
limitaciones en la percepcién personal y se favorece una mirada en perspectiva de
la propia practica. La confrontacién da lugar a la accion de reconstruir la situacién
desde una nueva éptica y hacer propuestas de transformacién de la préctica que
serdn susceptibles de revision en nuevos ciclos reflexivos.

Segtin Smyth (1991), su propuesta de Ciclo reflexivo da la oportunidad a los
profesores de construir una ruta de concientizacién progresiva. Esto se logra a par-
tir de procesos de comunicacién en los que expresan sus preocupaciones, dudas,
factores que limitan su actuacién etc., acompanados de oportunidades de verse a si
mismos como agentes de cambio potencialmente activos y comprometidos con su
labor, dejando de verla como un ejercicio técnico de reproduccién de tareas ajenas.

REFLEXION Y ACCION EN COMUNIDADES DE PRACTICA

Parada (2011) propone un modelo para analizar el conocimiento profesional
del profesor en la accién y a su vez apoyar procesos de desarrollo profesional de
los profesores de matemdticas. Este se denomina «Modelo reflexidén-y-accién en
comunidades de préctica de educadores de matemadticas». El modelo se fundamen-
ta en constructos de la teoria de la prictica social sugeridos por Wenger (1998)
tales como comunidad de prictica, participacién y reflexién. El primero, comu-
nidad, intenta capturar la idea de que somos seres sociales y no aprendemos de
manera aislada sino en comunidades en donde desarrollamos pricticas valoradas
socialmente y en donde nuestra participacién es importante para los demds y nos
permite constituir una identidad en relacién con dichas practicas. Este hecho es
innegable en el aprendizaje de los profesores de matemdticas quienes hacen parte
de distintas comunidades: la comunidad de profesores de matematicas, la comuni-
dad de profesores en general, la comunidad del aula de matemiticas, etc. El segun-
do constructo, la participacion, es definida por Wenger (1998) como un proceso
complejo que combina hacer, hablar, pensar, sentir y pertenecer, contribuyendo
con lo que se conoce y se es en la practica de la comunidad. Y el tercer constructo
que fundamenta el modelo es la reflexidn sobre los saberes conceptuales y expe-
rienciales, como mecanismo para mejorarlos, corregirlos y potenciarlos, a favor
de la educacién matemdtica. Esta reflexién se realiza para, en y sobre la accién de
la ensefianza en busca de una coherencia entre las pricticas reales en el aula y los
discursos sobre dicha prictica.

El modelo propuesto por Parada (2011) considera tres aspectos sobre los cuales
centrar la reflexién: el pensamiento matemadtico escolar, el pensamiento pedagdgi-
co y didéctico de las matemdticas y el pensamiento orquestal. En el Cuadro 3 des-
cribimos de manera sucinta los tres procesos de reflexién propuestos por la autora,
quien siguié principalmente las ideas de Schon (1992).
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Cuadro 3. Modelo de Parada (2011).

Reflexién-para-la-accién: Se centra en la planificacién de la actividad matemdtica
escolar de los estudiantes. Se realiza cuando se prepara la ruta cognitiva de los contenidos
y objetos matemdticos que van a ser aprendidos por ellos. Es aqui donde el profesor
selecciona los recursos que usard en su clase para acercar los contenidos a sus estudiantes,
prevé posibles dificultades de aprendizaje y establece posibles alternativas.
Reflexién-en-la-accién: Se centra en los intercambios entre el profesor y los estudiantes
en torno al contenido matemdtico de estudio.

Reflexién-sobre-la-accién: Se centra en la evaluacién de la actividad matemdtica lograda
por los estudiantes con respecto a la actividad matemdtica planeada.

Los tres procesos se repiten de tal forma que Parada (2011) propone una estruc-
tura en forma de espiral que perfecciona la reflexién. No se llevan a cabo de manera
individual y aislada, sino en el marco de comunidades de prictica en las que los
profesores participan para desarrollar pensamiento reflexivo. Dichas comunidades
se reinen para tratar asuntos de interés comun y profundizar en su conocimiento
a través de una estructura social basada en el aprendizaje como un proceso de par-
ticipacién en la empresa de ensefiar matemdticas escolares. La reflexién para, en y
sobre la accién se alimenta de intercambios de saberes, producto de las experien-
cias vividas, permitiendo hacer interpretaciones de estas y promoviendo acciones
de mejora. Algunas de las précticas sobre las que se reflexiona tienen que ver con:
seleccionar, disefiar y usar recursos para la ensenanza, proponer tareas (ejercicios,
problemas, exploraciones, investigaciones), gestionar la comunicacién en el aula,
evaluar a los estudiantes y hacer adaptaciones curriculares. Fruto de cada proceso
se logra un avance en el conocimiento profesional del profesor en la accién y esta
ultima se optimiza.

En el proceso de reflexién-para-la-accién se negocien significados en torno a
los contenidos matemdticos de la ensefianza, las maneras de proponer su estudio y
de evaluarlos. Los conocimientos que tienen los profesores, fruto de su formacién y
experiencias previas, son confrontados con aportes sobre fundamentos tedricos que
presentan sus colegas. Del intercambio de significados en la comunidad de préctica
emergen conocimientos basados en situaciones reales del aula y aplicables en ella.

La reflexién-en-la accién permite identificar el conocimiento puesto en accién
y posibles situaciones o resultados inesperados. El proceso reflexivo estd constitui-
do por elementos intuitivos (por ejemplo, emociones, percepciones, sensaciones)
y por elementos racionales (por ejemplo, informacién, razonamientos, juicios).
Estos elementos se interrelacionan para modificar, durante la accidn, la gestién del
profesor en respuesta a los eventos de la clase, no sélo en situaciones previstas, sino
especialmente en situaciones imprevistas que causan sorpresa o llaman su atencién.
La reflexién conduce al profesor a cuestionar, sobre la marcha, las suposiciones
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puestas en juego y da lugar a la experimentacién de opciones diversas de actuacién,
empleo de recursos, tipos de interaccién, etc.

La reflexién-sobre-la-accién se realiza sobre una actividad matemdtica escolar
que ya ha ocurrido. Pretende suscitar una reflexién critica y evaluativa, en busca
de interpretar las situaciones experimentadas, reestructurar nuevas estrategias de
accién y tomar conciencia del conocimiento puesto en juego. El ejercicio puede
desarrollarse con apoyo de videos de fragmentos de la clase, la revisién de pro-
ducciones de estudiantes y el contraste entre lo planeado y lo sucedido. Permite a
los profesores contrastar el conocimiento ganado con presupuestos contemplados
en teorfas didédcticas y evaluar su pertinencia para el cumplimiento de las metas
educativas.

PERSPECTIVAS PARA ANALIZAR ASPECTOS ESPECIFICOS
DEL CONOCIMIENTO PROFESIONAL
DEL PROFESOR EN ACCION

En este grupo ubicamos investigaciones que centran su interés en analizar
aspectos especificos del conocimiento profesional en accién que se hacen evi-
dentes en las pricticas profesionales. Con la inclusién, en la década del noventa,
de marcos de referencia socioculturales al campo de la Educacién Matemdtica,
los aspectos a los que se atiende son de diversa naturaleza y abarcan asuntos que
atafien no solo al papel del saber individual sino a las influencias de la cultura,
la historia, la politica, etc., en la configuracién del conocimiento profesional del
profesor.

Un asunto que ha cobrado interés de los investigadores, debido a la toma de
conciencia de la importancia de aspectos sociales y culturales que median la accién
educativa, es el andlisis de practicas discursivas. Por ejemplo, la investigacién de
Planas, Chico, Garcia-Honrado y Arnal-Bailera (2019), reportada en el capitulo 1
de esta publicacién, se centra en el andlisis del discurso matemadtico del profesor en
clase y en las relaciones de este con los discursos de los estudiantes. Los autores pro-
fundizan en aspectos del contexto cultural que regulan dichas relaciones y ponen
de presente fenémenos de la comunicacién que determinan los modos de hacer
matemdticas y de hablar acerca de ello, que tienen que ver con el conocimiento del
profesor en accidn.

Con el dnimo de ejemplificar las perspectivas investigativas que se centran en
analizar aspectos especificos del conocimiento profesional en accién, en los si-
guientes apartados hacemos referencia a cuatro perspectivas.
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EL CUARTETO DE CONOCIMIENTO

Rowland, Huckstep y Thwaites (2005) proponen un modelo, llamado el Cuar-
teto de conocimiento, para promover discusiones sobre el conocimiento de con-
tenido matemdtico de los profesores, en el contexto escolar. Estos autores estdn
interesados en indagar por las vias en las que este conocimiento (tanto de ma-
temdticas en si mismas como del conocimiento pedagdgico con el que se hacen
comprensibles las matemdticas para otros) interviene en la ensefianza y proponer
procesos de desarrollo de conocimiento del profesor en accién. En el Cuadro 4
esquematizamos la perspectiva.

Cuadro 4. Cuarteto de conocimiento de Rowland et al. (2005).

Fundamentacién: Conocimiento de contenido matemdtico que tiene el profesor, fruto
de las experiencias académicas, intencionales o no, para desempenar el rol de profesor.
Transformacién: Conocimiento de contenido matemdtico que el profesor transforma y
pone en juego para desarrollar formas pedagégicamente poderosas dirigidas a sus estu-
diantes, las cuales se surgen de la deliberacién y juicio informado por la fundamentacién.
Conexién: Conocimiento de contenido matemdtico que el profesor configura y conecta
a partir de partes mds o menos discretas de conocimiento de contenido matemdtico y
que se exhibe en la coherencia en la ensenanza en una clase o en una secuencia de clases.
Contingencia: Conocimiento de contenido matemdtico que el profesor pone en funcio-
namiento en eventos inesperados y situaciones contingentes que son casi imposibles de
planear.

Segtin los autores, el primer componente del cuarteto, la fundamentacién, estd
enraizado en el bagaje de conocimientos y creencias que el profesor tiene, fruto de
sus experiencias académicas y personales. Difiere de los otros tres componentes
porque se refiere al conocimiento que se tiene, independientemente de si se pone
en funcionamiento o no. Es un conocimiento proposicional que tiene potencial
de influir en las decisiones pedagdgicas razonadas que adopta un profesor y que
supone algo mds que imitacién o hdbito. Dentro de este, los autores incluyen: el
conocimiento y la comprensién de las matemdticas per se; el conocimiento de
extractos significativos de literatura sobre la ensenanza y el aprendizaje de las mate-
mdticas; y, conocimientos y creencias resultado de indagaciones sistemdticas sobre
la ensenanza y el aprendizaje de contenidos especificos.

Los otros tres componentes del Cuarteto se refieren a situaciones en las cuales
el conocimiento de contenido es usado en la preparacién y en la conduccién de la
ensefianza. Es decir, se enfocan en el conocimiento profesional en accién. El segun-
do componente del cuarteto, la transformacién, se relaciona con lo que Shulman
(1986) denomina conocimiento base para la ensenanza y tiene que ver con el co-
nocimiento que se pone en juego para ayudar a alguien a aprender matemdticas.
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Se hace evidente en las formas de explicar, ejemplificar, representar, justificar, se-
leccionar o producir tareas y recursos mediacionales y en la gestién misma de las
interacciones comunicativas. Es un conocimiento que se fundamenta en literatura
de referencia sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas, dirigida espe-
cialmente a la formacion de profesores.

El tercer componente del cuarteto, denominado conexidn, se refiere al co-
nocimiento de contenido matemdtico que se pone en juego cuando el profesor
articula fragmentos de contenido matemdtico escogidos por él, para proponer
un plan de ensenanza o desarrollarlo en una clase o en una serie de clases. La
conexidn se hace evidente en la coherencia légica entre las partes que componen
el contenido ensefiado en una o varias clases, incluyendo la estructura temdtica,
el orden al desplegar la complejidad, las relaciones entre procedimientos y la or-
ganizacién de tareas.

El cuarto componente del cuarteto, la contingencia, se distancia de los ante-
riores no solo porque no se fundamenta en literatura de referencia ni estd basado
en decisiones «racionales» de conectar fragmentos de contenido. Tiene que ver con
el conocimiento de contenido matemdtico que se pone en juego en situaciones
contingentes o eventos inesperados, que son dificilmente imaginados y por lo tanto
casi imposibles de planear. El profesor acude a este conocimiento para responder
a ideas de los estudiantes que no estdn en la linea anticipada por el profesor, en
circunstancias en las que intuye una oportunidad de introducir una idea o simple-
mente cuando tiene una inspiracién repentina.

La IDONEIDAD DIDACTICA

En busca de una perspectiva con la cual analizar el grado de adecuacién de un
proceso de ensenanza de las matemdticas a los logros de aprendizajes pretendi-
dos, Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006) proponen la Idoneidad diddctica.
Este es uno de los constructos del Enfoque ontosemidtico del conocimiento y la
instruccién matemadticos que contribuyen a comprender y transformar procesos
de ensenanza de las matemdticas y, por lo tanto, el conocimiento profesional del

profesor en accién. Otros constructos del enfoque son tratados en Vanegas, Font y
Pino-Fan (2019) en el capitulo 2.

En el Cuadro 5 listamos las categorias especificas de idoneidad, propuestas por
los autores, con las cuales es posible valorar un proceso de ensenanza, pretendido
o implementado, como adecuado, ptimo o apropiado para lograr que los estu-
diantes adapten sus significados sobre el contenido de las clases de matemdticas a
los significados institucionales previstos. Como sefialan Godino, Batanero, Rivas y
Arteaga (2013), la valoracién de la idoneidad en cualquiera de las seis categorias es
un proceso analitico, pues ninguna categoria es observable directamente. Requiere
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hacer inferencias a partir de conjuntos de indicadores con los cuales valorar el
proceso de ensefianza (y por lo tanto del conocimiento profesional del profesor en
accién) y promover procesos formativos de los profesores en busca de mejorar el

grado de idoneidad.

Cuadro 5. Categorfas de Idoneidad didictica para valorar la adecuacién
de un proceso de ensefianza.

Idoneidad epistémica: Grado de representatividad de los significados institucionales im-
plementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.

Idoneidad cognitiva: Grado en el que los significados promovidos (o pretendidos) por
el profesor estdn en la zona de desarrollo potencial de los estudiantes. Grado en el que
los significados personales logrados por los estudiantes se acercan a los significados pre-
tendidos.

Idoneidad interaccional: Grado en el que los medios de interaccién permiten anticipar,
identificar y resolver conflictos de significado y promueven el aprendizaje auténomo.
Idoneidad mediacional: Grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos materiales
y temporales para el desarrollo de la ensenanza y el logro del aprendizaje.

Idoneidad afectiva: Grado de implicacién (interés, motivacion, disposicién, participa-
cién) de los estudiantes en el proceso de aprendizaje.

Idoneidad ecolégica: Grado en el que el proceso de ensenanza y aprendizaje se adapta
al proyecto educativo institucional y a los condicionantes del entorno en donde esta se
encuentra.

EL mopeLo MTSK

A partir del trabajo de Shulman (1986) y de Ball, Thames y Phelps (2008),
Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Cataldn (2013) proponen el modelo Ma-
thematics Teachers’ Specialized Knowledge (MTSK) con el cual buscan caracterizar
de forma operativa el conocimiento matemdtico y didactico del contenido ma-
temdtico que sustenta las acciones del profesor en su prictica. En el modelo, los
autores procuran considerar a profundidad la especificidad de la ensenanza de las
matemdticas, por lo que las matemadticas se constituyen en la columna vertebral
del modelo.

Munoz-Catalan, Joglar-Prieto, Ramirez-Garcia, Escudero-Dominguez, Agui-
lar y Ribeiro (2019) presentan el modelo MTSK, en el capitulo 3, y ejemplifican
su utilidad investigativa al usarlo de marco de referencia para identificar qué co-
nocimiento especializado sustenta las pricticas de dos profesores de educacién
infantil. Nosotros hacemos una sintesis de los seis componentes del modelo en el

Cuadro 6.
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Cuadro 6. Componentes del modelo MTSK

Conocimiento de la estructura de las matemdticas: conocimientos avanzados y elemen-
tales mediante los cuales el profesor trabaja la matemdtica avanzada desde un punto de
vista elemental y viceversa, constituyendo una visién integrada y conectada del contenido
de la ensenanza.

Conocimiento de la prctica matemdtica: conocimiento de las formas validas de proce-
der en matemdticas; incluye formas de comunicar, argumentar y demostrar.
Conocimiento de ensenanza de la matemdtica: conocimiento de estrategias de ense-
flanza, recursos y materiales, asi como conocimiento, personal o institucional, de teorfas
de ensenanza de las matemadticas, generadas en la investigacién.

Conocimiento de los temas: conocimiento de la matemdtica como disciplina, la fun-
damentacidn tedrica de los procedimientos estdndares y alternativos, distintas formas de
representacion, la fenomenologfa de los conceptos y aspectos de la epistemologia de las
matemdticas vinculados a los significados de un contenido.

Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matemadticas: conocimiento
sobre formas de aprender, procedencia de obstdculos, errores y dificultades al aprender un
contenido, formas de interaccién de los estudiantes que estimulan su aprendizaje, expec-
tativas e intereses de los estudiantes y conocimiento de teorfas de aprendizaje matemdtico
generadas en la investigacion.

Conocimiento de los estdindares de aprendizaje de las matemadticas: conocimiento de
los referentes curriculares que sugieren en qué momento y con qué nivel de dificultad
puede aprender un contenido matemdtico (lineamientos, estdndares, disposiciones).

LA RACIONALIDAD DE LA PRACTICA DEL PROFESOR

La cuarta perspectiva de la que informamos en esta seccidn, la Racionalidad de
la prictica del profesor, es propuesto por Herbst (2018) para enfocar la atencién
en las decisiones que toman los profesores en las clases, que conciernen a la tran-
saccién de conocimientos en contextos institucionales. Esta mirada pretende ser
una opcién a consideraciones prescriptivas en las que se asume que lo que hacen
los profesores en clase puede ser manipulado a voluntad y se desconoce la fuerte
influencia de las politicas educativas y la cultura del trabajo docente.

Mis alld de centrarse en identificar o explicar las decisiones que toma el pro-
fesor en su clase sobre el contenido matemadtico, el estilo de la ensefanza o la
forma de evaluar, lo que busca Herbst (2018) es aportar un recurso para enfocar la
atencién en la gestion (local y situada en situaciones y momentos especificos) de
las matemdticas que estdn en juego; por ejemplo, en asuntos como la explicacién
del cambio en la formulacién de un enunciado de un problema dirigido a los
estudiantes. Con este recurso, el conocimiento profesional del profesor en accién
puede explorarse y fomentarse en relacién con: la identificacién de aspectos de
las concepciones matemdticas que el profesor pone en juego al actuar en clase; la
atencién a las demandas de conocimientos especificas de una situacién en la que



PERSPECTIVAS PARA LEER LA PRACTICA DEL PROFESOR DE MATEMATICAS 99

el profesor toma decisiones; y, los recursos profesionales que el profesor tiene a su
disposicién para justificar sus acciones referidas a la gestién del contenido matemd-
tico. Su inquietud no se centra en «decidir qué es lo que el maestro deberia hacer,
sino a estudiar cudl posible es que lo haga» (p. 12).

El constructo Racionalidad de la prictica propone un conjunto de elemen-
tos tedricos y metodoldgicos para estudiar las decisiones del profesor, que Herbst
(2018) organiza en tres tipos de recursos (Cuadro 7). Los recursos personales tie-
nen que ver con el conocimiento personal del profesor sobre las matemdticas y con
otras caracteristicas individuales del profesor, propias de su perfil. Para identificar
esos recursos, Herbst propone realizar cuestionarios, con base en contribuciones
de investigadores como Ball, Thames y Phelps (2008) sobre el conocimiento de
contenido matemadtico de los profesores.

Cuadro 7. Recursos de la Racionalidad de la practica.

Recursos personales

Conocimiento personal y perfil del profesor
Recursos sociotécnicos disponibles
Normas de instruccién

Obligaciones profesionales

Los recursos sociotécnicos disponibles son recursos sociales y especificos del
conocimiento que Herbst (2018) clasifica en dos grupos: las normas de instruccién
y las obligaciones profesionales. Las normas de instruccién tienen que ver con las
demandas sociotécnicas de la situacién de ensefianza. Se refieren a lo que hay que
ensenar sobre un conocimiento especifico, en una determinada situacion, lo que
el profesor debe hacer para ensenarlo, lo que hay que aprender en la situacién y lo
que los estudiantes tienen que hacer para aprenderlo. Pueden referirse al intercam-
bio académico, la divisién del trabajo y la temporalidad. Las primeras expresan las
expectativas del conocimiento que estd en juego y el trabajo que se debe hacer para
poder obtenerlo; las segundas expresan expectativas que se refieren a quién tiene
que hacer qué y con qué herramientas; las terceras expresan a la organizacion del
tiempo y aluden a expectativas acerca de cudndo hay que hacer las cosas y cudnto
tiempo puede tardar hacerlas.

Las obligaciones profesionales se refieren a los recursos sociotécnicos de los que
dispone el profesor para justificar decisiones, dada su posicién institucional de pro-
fesor de matemdticas. Uno de tales recursos, segiin Herbst (2018), es el curriculo
previsto, el cual generalmente es implementado a través de los libros de texto. Pero
la perspectiva no busca identificar cudles son tales recursos sino identificar: cudles
son los conocimientos sobre la ensenanza que son movilizados por las situaciones
de trabajo profesional, en qué condiciones se puede afirmar que los contenidos
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matemdticos que el profesor debe ensefiar se ponen en juego en la tarea que los
estudiantes realizan y cémo describir la interaccién en clase en términos de los
objetos curriculares en juego.

Para Herbst (2018) las obligaciones profesionales reinen cuatro tipos de as-
pectos de la prictica para los que los profesores deben tener una disposicién. Estas
son: obligaciones con la disciplina matemitica, que los predisponen a presentar las
ideas de una determinada manera y con un lenguaje especifico; obligaciones con
los estudiantes como individuos, que los predisponen a atender sus necesidades
emocionales; obligaciones con el grupo de estudiantes de una clase, como colectivo
social, que los predisponen a promover formas apropiadas de comunicarse entre los
miembros de la clase; y obligaciones institucionales, que los predisponen a atender
requerimientos como cumplir los programas, atender el calendarios escolar, etc.

UN EJEMPLO PROCESO DE FORMACION PROFESIONAL

En este apartado ilustramos el uso de una de las perspectivas mencionadas en
un proceso de formacién profesional que busca proponer una reflexién guiada
(Nolan, 2008), en el marco del programa de Maestria en Docencia de la Matema-
tica, de la Universidad Pedagégica Nacional, dirigido a la formacién continuada de
profesores de matemdticas. En este proceso dos profesores, Luis y Alex, construyen
conocimiento en el curso de la accién y experimentan procesos interpretativos a
través de los cuales dotan de significado las situaciones que enfrentan y examinan
su trabajo diario para redirigir sus acciones.

Luis y Alex trabajan en una institucién educativa rural localizada a cuatro horas
de Bogotd, hace alrededor de cinco afios, desde que obtuvieron su titulo profesio-
nal. Se inscribieron al programa de Maestria incentivados por la busqueda de alter-
nativas para motivar a sus estudiantes al estudio de las matemdticas y de estrategias
para mejorar el rendimiento en las pruebas externas que en Colombia se aplican en
los grados 5° (9 - 11 afos), 9° (13 - 15 afios) y 11° (15 - 17 afos).

En la cohorte en la que estudian Luis y Alex, el curriculo de la Maestria busca
promover, a lo largo de dos anos, dos ciclos de reflexién sobre su prictica, encami-
nados a desarrollar conocimiento profesional en accién. Estos han sido organiza-
dos siguiendo la propuesta de Jackson (1975; citado en Llinares, 2000) y el Ciclo
reflexivo de Smyth (1991).

El primer ciclo de reflexién inicié a partir de las inquietudes que los estudiantes
tenian sobre cémo motivar a los estudiantes de grado 9° a aprender geometria y
lograr que tuvieran mejor rendimiento. El profesor del espacio académico dirigi-
do a construir el proyecto de trabajo de grado les pidié elaborar una descripcién
sobre c6mo eran sus clases de geometria. Con esta tarea dio inicio a la accién de
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«describir», propuesta por Smyth (1991) en su modelo. Al narrar su practica, Luis
y Alex mencionaron asuntos como los siguientes:

Como docentes direccionamos nuestras clases en su mayorfa con los métodos
tradicionales, sin tener en cuenta procesos de ensefianza matemdtica, ni la va-
riacién de actividades y ejercicios significativos para el aprendizaje matemdtico.
[...] Nuestra concepcién hacia la ensefianza de las matematicas se rige por cémo
nosotros aprendimos, por medio de procedimientos y algoritmos para solucionar
cierta cantidad de ejercicios.

El trabajo de fundamentacién realizado en los cursos del programa, junto con
preguntas dirigidas a planear una clase de geometria que se apartara de los «méto-
dos tradicionales» introdujo a Luis y Alex en la Fase preactiva del primer ciclo de
reflexién. Esta fase guarda estrecha relacion con lo que Parada (2011) denomina
Reflexién-para-la-accién si se asume que el grupo de estudiantes inscritos en esta
cohorte del programa conforman una comunidad de practica. Algunas de las pre-
guntas dirigidas a la accién de «informar», realizadas por el profesor se dirigfan a
identificar los instrumentos conceptuales y técnicos a usar, las previsiones sobre la
gestion de la clase, el discurso que se favoreceria y como se haria la valoracién del
aprendizaje.

La planeacién de una clase de geometria para estudiantes de 12 a 14 afios, rea-
lizada por Luis y Alex en la Fase preactiva del primer ciclo de reflexién se centrd
en la ensenanza del cubo. Ellos decidieron, influidos por lecturas sobre el uso de
material lddico, explicar a los estudiantes coémo construir cubos utilizando médu-
los de origami. Segtin la planeacién, en la clase los estudiantes debian construir dos
cubos y luego responder preguntas como: «;Cudntas aristas convergen en el mismo
vértice?, ;cudntas aristas, vértices y caras se pueden apreciar desde varias perspecti-
vas de vista del cubo?, ;con cudl de los dos médulos es mas fécil hallar el total de
aristas, vértices y caras del cubo?

Luis y Alex implementaron su clase intentando seguir la planeacién (Fase in-
teractiva). Al terminar esta, consignaron en diarios personales los principales su-
cesos de la clase y las reflexiones producto de su accién. Esta reflexion fue dirigida
por el profesor quien pretendié suscitar una revisién del conocimiento puesto
en juego frente a situaciones contingentes, elemento central del conocimiento
profesional del profesor en accién, tal como lo sugieren Rowland, Huckstep y
Thwaites (2005). Posteriormente, en la Fase postactiva el profesor promovié una
discusién colectiva buscando la confrontacién, como se sugiere en el modelo de
Smyth (1991).

En su diario en el que reportaban sus reflexiones, Luis y Alex comentaron asun-
tos como los siguientes:
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Observamos que el recurso (origami modular) no favorecié el objetivo de la clase,
pues ésta termind centrdndose en explicar los pasos para la construccién de los
cubos y dejamos de lado el andlisis de propiedades y las conjeturas que queriamos
que los estudiantes formularan.

En la Fase Preactiva del segundo ciclo de reflexién Luis y Alex adelantaron un
nuevo proceso de fundamentacion, dirigido a ahondar en el conocimiento sobre
la ensenanza y el aprendizaje del cubo. Esto con miras a informarse para proponer
una segunda planeacién. Los estudiantes propusieron dos problemas que, segin
ellos, podrian favorecer un trabajo mds centrado en la actividad geométrica de sus
estudiantes, que el promovido a partir de la elaboracién de los médulos de origa-
mi. El primer problema consistia en descubrir y justificar qué dngulo se forma con
dos diagonales de caras del cubo que comparten un vértice y el segundo consistia
en determinar y justificar qué corte hacer a un cubo sélido para obtener una sec-
cién hexagonal regular. Desde su punto de vista y fundamentados en el estudio
de procesos de pensamiento relacionados con el sentido espacial, estos problemas
permitirfan a los estudiantes desarrollar procesos de visualizacidn, representacion,
conjeturacién y justificacion.

Luis y Alex comenzaron a planear su nueva clase con base en los dos problemas.
Al estudiar los lineamientos curriculares para el drea de matemdticas, formulados
por el Ministerio de Educacién Nacional (MEN, 1998), vieron que alli se sugeria
que las situaciones problemas propuestas tuvieran nexos con en el entorno en el
que los estudiantes viven. Como la institucién educativa en donde trabajan es
agroindustrial y localizada en un municipio deprimido econémicamente, optaron
por concebir otro tipo de ensefianza mds conectada con el proyecto educativo del
colegio y que ayudard a atender la problemitica social del entorno.

En busca de opciones, decidieron proponer, en la clase de geometria del grupo
de 9°, la elaboracién de un proyecto dirigido a cultivar ahuyamas «ctibicas», como
una posibilidad de estimular la economia del municipio'. Planearon una clase
en la que proponian a los estudiantes analizar qué ventajas tendrian las ahuyamas
ctibicas, buscando que ellos aludieran a propiedades del cubo, como el hecho de
que se apila y no deja espacios, con lo cual su transporte y almacenamiento se
favorecen. Después pedirian a los estudiantes construir estructuras ctbicas para
encerrar las ahuyamas pequenas y condicionar su crecimiento a moldes ctbicos.
Al realizar esta tarea, buscaban promover el estudio de propiedades de las caras
del cubo, de sus aristas y de sus diagonales. Finalmente, decidieron pedir a los

! La idea fue tomada de proyectos japoneses y espafoles que consultaron en Internet. Ver por
ejemplo:

hteps:/fwww.google.com.co/search?q=video+patillas+c%C3%BAbicas&oq=video+patillas+c%-
C3%BAbicas&aqgs=chrome..69i57.4630j0j8 &sourceid=chrome&ie=UTF-8


https://www.google.com.co/search?q=video+patillas+c%C3%BAbicas&oq=video+patillas+c%C3%BAbicas&aqs=chrome..69i57.4630j0j8&sourceid=chrome&ie=UTF-8
https://www.google.com.co/search?q=video+patillas+c%C3%BAbicas&oq=video+patillas+c%C3%BAbicas&aqs=chrome..69i57.4630j0j8&sourceid=chrome&ie=UTF-8
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estudiantes elaborar un documento, dirigido al alcalde del pueblo, explicindole
el proyecto para solicitar recursos. En este, los estudiantes debian hacer represen-
taciones de las estructuras ctbicas, promoviendo con ello el estudio de diversas
formas de representacién. Adicionalmente, debian explicar al alcalde cémo lograr
tajadas hexagonales de ahuyama, para fomentar la compra del producto, junto con
la produccién de ahuyamas cubicas.

Actualmente, Luis y Alex se encuentran en la Fase interactiva de esta nueva
planeacién. Hasta el momento se encuentran satisfechos pues han visto que la
clase es mds dindmica, los estudiantes estdn interesados por hacer las estructuras
ctibicas y han aprendido lenguaje, elementos constitutivos del cubo y algunas pro-
piedades. El proceso no estd exento de preocupaciones y ellos estdn expectantes por
los aprendizajes logrados. El balance realizado en la Fase postactiva les permitird
redisefar nuevamente su clase sobre el cubo en un nuevo ciclo de reflexién. Por
ahora, avanzan en la reflexién critica sobre su practica. En sus diarios menciona,
por ejemplo:

No nos cuestiondbamos mucho sobre nuestra manera de proceder y en algunas
ocasiones en que intentamos hacer cambios, nos faltaban herramientas. Por ejem-
plo, cuando propusimos la clase sobre construir cubos con origami, tuvimos en
cuenta el recurso, pero no profundizamos en para qué lo usébamos y terminamos
haciendo una clase tradicional en la que los estudiantes tenfan que memorizar
algunas definiciones.

PROYECCION

Las perspectivas descritas brevemente en los apartados anteriores muestran la
riqueza de marcos que pueden ser empleados en la investigacién sobre la prictica
del profesor. Desde diferentes 6pticas y enfocando la atencién en asuntos diversos,
constituyen un insumo para el trabajo investigativo y el desarrollo profesoral.

Vemos necesario que el campo investigativo de la practica del profesor de ma-
temdticas avance de manera mds decidida hacia la formulacién de proyectos enfo-
cados al desarrollo profesional, de tal forma que la produccién se centre menos en
la descripcién y caracterizacidn del conocimiento practico del profesor y se dirija a
la bisqueda de transformaciones efectivas que impacten la ensefianza y aprendizaje
de ninos y jévenes. Probablemente, una ruta que puede dar buenos resultados es
la constitucién de colectivos de profesores, apoyados por investigadores, que atien-
dan problemdticas especificas de sus practicas y lleven a cabo acciones de desarrollo
profesional situado.
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EL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR
TEACHERS’ KNOWLEDGE
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L CONOCIMIENTO del profesor en relacién con la ensefianza de la matemadtica

ha sido objeto de numerosas investigaciones desde hace mds de tres déca-

das. Ademids, el interés en esta temdtica se mantiene vivo, como indica que
mids de un tercio de los articulos publicados en el jJournal of Mathematics Teacher
Education en los Gltimos anos se han centrado en el conocimiento del profesor de
matemdticas, segtin sefalan Lin y Rowland, 2016, en su revision sobre la investi-
gacién centrada en este tema en el seno del PME. Estos mismos autores afirman
que este interés no muestra signos de abatimiento en el momento de su revisién.
La investigacién sobre conocimiento del profesor ha avanzado significativamente
tanto en la conceptualizacién de dicho conocimiento como en el estudio de su
medida (Charalambous y Pitta-Pantazi, 2016).

Esta seccién presenta cuatro capitulos con aproximaciones diferentes al estudio
del conocimiento que poseen estudiantes para profesor, al conocimiento deseable
para la ensenanza de la matemdtica y para el inicio de la formacién como futuro
profesor, asi como al papel de dicho conocimiento en el desarrollo de una com-
petencia profesional. El conocimiento del profesor se aborda tanto desde modelos
cognitivos, como desde una perspectiva sociocultural. Se estudia el conocimiento
referido a ideas transversales de la matemadtica, a la prictica matemdtica de definir

Climent, N. (2019). El conocimiento del profesor. En E. Badillo, N. Climent, C. Ferndndez
y M.T. Gonzélez (Eds.), Investigacion sobre el profesor de matemdticas: formacion, prictica de aula,
conocimiento y competencia profesional (pp. 107-110). Salamanca: Ediciones Universidad Salamanca.
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y a contenidos matemdticos base. La seccién cierra con una visién general de la
investigacién internacional sobre el conocimiento del profesor, identificando lineas
de investigacién emergentes.

El primero de los capitulos, de Gorgorié y Albarracin, se sitia en el momento
del acceso de los estudiantes a su formacién inicial como maestros y problematiza
el conocimiento deseable de las matematicas elementales como punto de partida
en dicha formacién (al que denominan conocimiento matemdtico fundamental).
Ademis de caracterizar este conocimiento, describen aspectos considerados en el
diseio de una prueba piloto para evaluarlo y algunos de los resultados de esta
prueba. Finalmente se comparan los resultados en la prueba de conocimiento ma-
temdtico fundamental de un grupo de estudiantes para profesor en el inicio de su
formacidn con su calificacion en las pruebas de matemdticas de acceso a la universi-
dad. De este contraste los autores concluyen la necesidad de la realizacién de prue-
bas especificas para la seleccién de candidatos a la formacién inicial de maestros.

En el capitulo de Gavilin-Izquierdo, Martin-Molina, Gonzilez-Regafia, Tos-
cano, y Ferndndez-Ledn se aborda como es el conocimiento matemdtico de estu-
diantes para maestro sobre la prictica matemdtica de definir (referida a cuerpos
geométricos), a través del andlisis de su discurso. Analizan los datos, obtenidos
mediante un cuestionario de preguntas abiertas, considerando el uso de palabras y
las narrativas que construyen los estudiantes, desde un enfoque basado en la teoria
de la comognicién. De los resultados obtenidos, los autores concluyen en la identi-
ficacién de dificultades en los estudiantes a la hora de definir, tanto en vocabulario
como en qué es definir y las caracteristicas de una definicién matemdtica, confun-
diendo en algunos casos definicién con descripcion.

Montes, Carrillo, Contreras, Lindn-Garcia y Barrera-Castarnado muestran
cémo el modelo del conocimiento especializado del profesor de matemadticas
MTSK puede servir de base para el disefio de la formacién inicial de maestros de
Primaria en dos niveles: en la delimitacion del contenido de la formacién y en el
diseno de tareas profesionales. Esto se ejemplifica con el contenido de una materia
del grado de Educacién Primaria en la Universidad de Huelva y con la generacién
desde el MTSK de una tarea para dicha formacién inicial. El disefio de tareas for-
mativas se basa en el andlisis previo por parte de los formadores-investigadores del
conocimiento que se moviliza en situaciones de ensefianza reales de matemdticas.
Se nos presentan algunos resultados, desde el punto de vista del conocimiento
especializado que se moviliza y sobre la implementacién de una de estas tareas
formativas.

El capitulo de Llinares, Ivars, Buforn y Groenwald se sittia en la formacién ini-
cial de profesores y se plantea como objetivo caracterizar el papel del conocimiento
de matemdticas para la ensefanza en la competencia «mirar profesionalmente las
situaciones de ensefianza». Se describen distintos modos de uso del conocimiento
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en relacién con el desarrollo de la competencia mirar profesionalmente, referidos
a los argumentos précticos dados por los estudiantes para profesor a la hora de in-
terpretar situaciones practicas. Se aborda también la generacién de contextos que
permitan aprender a usar ese conocimiento, en los que se utilizan representaciones
de situaciones practicas profesionales apoyadas en registros de la préctica. Los auto-
res muestran dos ejemplos de tales contextos en la formacién inicial de profesores
de Primaria.

En el capitulo final de esta seccién, Figueras y Sdiz presentan una panordmica
de la investigacién sobre conocimiento del profesor de matemdticas a nivel interna-
cional. Organizando esta revisién en torno a cuatro preguntas, reflejan algunos tra-
bajos que han estudiado las relaciones entre conocimiento del profesor y ensefianza
eficiente, el conocimiento practico del profesor, el conocimiento que se requiere
para ensenar de modo competente y el profesor como productor de conocimiento.
Las autoras sittan los capitulos de esta seccidn en la panordmica que presentan y
finalizan con algunas indicaciones sobre futuras lineas de investigacién.

La diversidad de los capitulos de esta seccién da muestras de la complejidad del
propio constructo conocimiento del profesor (en relacién con las matemdticas) y
de la investigacion en este foco. Podemos apreciar variedad en las aproximaciones
metodoldgicas y de constructos teéricos en los que se apoyan las investigaciones. El
foco en el conocimiento del profesor permite cuestionarse tanto el acceso a la for-
macién inicial como la propia formacién inicial de profesores. Ademds, determina-
das conceptualizaciones del conocimiento del profesor derivan en una perspectiva
profesional de la formacién inicial de profesores (donde el conocimiento se legiti-
ma en relacién con la ensefanza de las matemdticas y se construye en contextos de
ensenanza y aprendizaje). De este modo, el estudio sobre el conocimiento del pro-
fesor deriva en propuestas para promover el crecimiento de dicho conocimiento.

Charalambous, C.Y. y Pitta-Pantazi, D. (2016). Perspectives on priority mathematics
Education: Unpacking and understanding a complex relationship linking teacher
knowledge, teaching, and learning. In L. English y D. Kirshner (Eds.), Handbook of
international research in mathematics education (3 ed., pp 19-59). UK: Routledge.

Lin, F-L. y Rowland, T. (2016). Pre-Service and in-service mathematics teachers’ knowle-
dge and professional development. In A. Gutierrez, G. C. Leder y P. Boero, 7he Second
Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education (pp. 483-520). Rot-
terdam, The Netherlands: Sense Publishers.






EL CONOCIMIENTO MATEMATICO PREVIO
A LA FORMACION INICIAL DE LOS MAESTROS:
NECESIDAD Y CONCRECION DE UNA PRUEBA

PARA SU EVALUACION

MATHEMATICAL KNOWLEDGE PRIOR TO THE INITIAL
EDUCATION OF TEACHERS: THE NEED FOR
AND SPECIFICATION OF A TEST FOR THEIR EVALUATION

GORGORIO, N., ALBARRACIN, L.

Universitat Autonoma de Barcelona

RESUMEN

El conocimiento matemdtico de los alumnos que acceden a un Grado de Maestro de
Educacién Primaria (GEP) debe ser lo bastante sélido como para que durante su forma-
cién puedan construir un conocimiento de los contenidos matemdticos y de su diddctica
suficiente para iniciarse en la profesién docente. En este capitulo presentamos evidencias
empiricas de la distancia existente entre el conocimiento que poseen los estudiantes que
ingresan al GEP de una universidad catalana y el que sus profesores desearfamos que tuvie-
sen, que describimos como conocimiento matemdtico fundamental (CMF). Presentamos
el desarrollo de una posible concrecién del CMF en 4mbitos de contenido matemitico y, a
partir de evidencias empiricas, justificamos la necesidad de implementar una prueba espe-
cifica que evalte el conocimiento matemdtico de los aspirantes a ingresar en un GEP, con
cardcter complementario a los requisitos de acceso existentes.

Gorgorid, N. y Albarracin, L. (2019). El conocimiento matemdtico previo a la formacién
inicial de los maestros: necesidad y concrecion de una prueba para su evaluacion. En E. Badillo, N.
Climent, C. Ferndndez y M.T. Gonzalez (Eds.), Investigacion sobre el profesor de matemdticas: forma-
cién, prictica de aula, conocimiento y competencia profesional (pp. 111-132). Salamanca: Ediciones
Universidad Salamanca..
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Palabras clave: Formacidon inicial de maestros, evaluacion de los estudiantes para maestro,
conocimiento matemdtico fundamental, educacion matemdtica.

ABSTRACT

The mathematical knowledge of students who access a Primary Education Teacher’s
Degree program (GEP) must be solid enough so that during their education as teachers
they can build up a knowledge of the mathematical content and its didactics sufficient for
them to enter the teaching profession. In this chapter we present empirical evidence of the
distance between the knowledge that the first year of the GEP at Catalan universities have
and the knowledge that their teachers would like them to have, which we describe as fun-
damental mathematical knowledge (FMK). We present the development of a possible con-
cretion of the FMK in areas of mathematical content knowledge and, based on empirical
evidence, we justify the need to implement a specific test that evaluates the mathematical
knowledge of the candidates to enter a GEP program, as a complement to the existing
access requirements.

Keywords: Pre-service teacher education, student-teacher evaluation, elementary school
mathematics, Mathematics education.

INTRODUCCION

N ESTE CAPITULO introducimos los estudios desarrollados por nuestro grupo

de investigacién dirigidos a establecer una primera concrecién de los cono-

cimientos matemdticos necesarios para poder iniciar con garantias el Grado
de Maestro en Educacién Primaria (GEP). A partir de la necesidad de que los
alumnos que acceden al GEP posean un conocimiento amplio y profundo de las
matemdticas que van a ensefar, presentamos la nocién de conocimiento matemdtico
fundamental (a partir de ahora CMF). Partiendo de la idea de CME, explicamos
dos procesos que transcurrieron en paralelo: la concrecién del CMF en dominios
especificos de contenido y el desarrollo de una prueba de matemdticas especifica
disenada para evaluar el conocimiento matemdtico de los alumnos que acceden
al GEP. Seguidamente, mostramos los resultados obtenidos al aplicar la prueba
desarrollada en un estudio piloto que evidencié las carencias en el conocimiento
matemdtico en un grupo de alumnos que acababan de iniciar el GEP. Finalmente,
exponemos la necesidad de introducir como requisito de acceso a los GEP una
prueba especifica que evalde el conocimiento matemdtico puesto que, por una
parte, no todos los alumnos que acceden al GEP se examinan de matemdticas en
las PAU y, por otra, los resultados de nuestra investigacién pusieron de manifiesto
que las pruebas de matemdticas de la selectividad no constituyen un requisito que
garantice que los estudiantes que las han superado tengan un dominio suficiente

del CME
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Partimos de la conviccién de que una educacién matemdtica que facilite que
todos los alumnos alcancen las competencias matemadticas bésicas puede contribuir
al desarrollo de una sociedad mds cohesionada y mds justa. En las conclusiones del
informe de 2011 del Eurydice Network (P 9 Eurydice Network, 2011) se establece
que los docentes tienen un papel central en el desarrollo de las reformas necesarias
para la mejora de la educacién matemdtica de los jévenes. En el informe se sehalan
distintos retos a superar, entre los que se incluye fortalecer el conocimiento y las
habilidades matemadticas de los maestros. Por otra parte, tal como sefalan Montal-
vo y Gorgels (2013), si se considera como referencia el efecto de la calidad de los
profesores en los resultados de los estudiantes y el impacto de éstos sobre el creci-
miento econémico, se constata que incluso una mejora pequena de la calidad del
profesorado tiene un impacto sustancial sobre el crecimiento econémico.

El estudio TIMSS (Third International Mathematics and Science Study) puso
de manifiesto diferencias y deficiencias en el conocimiento matemdtico de los es-
tudiantes de distintos paises. Espafa se situé por debajo de la media de los paises
participantes de la Unién Europea y la OCDE. A partir de los resultados obtenidos
en TIMMS, se crea el estudio TEDS-M (Zeacher Education Study in Mathematics)
de la International Association for the Evaluation of Educational Achievement, que
analiza comparativamente a nivel internacional el conocimiento matemdtico que
han adquirido los estudiantes para maestro al terminar su formacién. TEDS-M
implicé a 15 paises, entre 2006 y 2009, y en él participaron la mayoria de los cen-
tros de formacién de maestros de nuestro pais.

En el estudio TEDS-M las caracteristicas individuales de los alumnos aparecen
como la causa principal de su rendimiento en matemdticas. Sin embargo, el co-
nocimiento del profesor aparece como la causa mds clara entre las no relacionadas
con el alumno, mucho més que el contexto social o el tiempo dedicado a la ense-
fianza de las matemdticas (Rico, Gémez y Canadas, 2014). El estudio TEDS-M
aparece como un hito en tanto que aporta evidencias conclusivas sobre la impor-
tancia del conocimiento del profesor para la ensenanza de las matemdticas. En esta
misma linea, Lacasa y Rodriguez (2013) sefialan que existe una sustantiva correla-
cién entre el nivel de conocimientos matemdticos de los estudiantes de Magisterio
en Espafia y su nivel de conocimientos de diddctica de las matemdticas y que la
causalidad se mueve desde los conocimientos matemadticos a los conocimientos
sobre su diddctica.

En Espana, los estudios dirigidos a determinar el conocimiento matemdtico
inicial de los alumnos que acceden al GEP siguen evidenciando la necesidad de
encontrar estrategias para garantizar su adecuada formacién inicial. A pesar de que
los estudiantes que llegan a la universidad han superado con éxito las etapas educa-
tivas previas —al menos desde el punto de vista del sistema— son varios los estudios
que muestran que los estudiantes que acceden al GEP siguen teniendo dificultades
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con las matemdticas. Asi, Arce, Marbdn y Palop (2017), utilizando una prueba de
competencias bésicas de 6° de Primaria, identificaron carencias y dificultades de los
alumnos que acceden al GEP relativas a aspectos esenciales como la proporciona-
lidad directa y los porcentajes, la aplicacién de procedimientos de medida o la in-
terpretacién de resultados en situaciones que involucran la magnitud tiempo. Sus
resultados son coherentes con los mostrados por Nortes y Nortes (2013) que uti-
lizaron una prueba de competencias bésicas de 3° de Educacién Secundaria. Estos
mismos autores (Nortes y Nortes, 2018) utilizaron la prueba de ingreso al Cuerpo
de Maestros de la Comunidad de Madrid con alumnos de 2° y 4° del GEP de la
Universidad de Murcia, mostrando que solo un 17,8% de los futuros graduados
superarfan dicha prueba. Estos trabajos, junto con los desarrollados desde nuestro
grupo de investigacion, son evidencias que apuntan a la necesidad de actuar para
dotarnos de herramientas que permitan garantizar que los estudiantes que acceden
a un grado de maestro poseen un sélido conocimiento matemdtico.

CONTEXTO

El 6 de noviembre de 2013 se establecié un convenio de colaboracién entre la
Generalitat de Catalunya y las universidades catalanas con grados de magisterio,
para el desarrollo del Programa de Millora i Innovacié en la Formacié de Mestres
—MIF- (ver http://mif.cat/410-2/). El programa se viene desarrollando desde el
curso 2013-14 con el objetivo de contribuir a la mejora de la formacién inicial de
maestros, abriendo el debate sobre el modelo actual de formacién.

Uno de los campos de actuacién fue la introduccién de instrumentos de re-
gistro de la mejora del dominio por parte de los estudiantes de los contenidos
relacionados con las competencias bésicas de la educacién primaria. Por ello, en
el contexto del programa MIE el Govern de la Generalitat y las universidades
catalanas, tanto puablicas como privadas, acordaron establecer una Prueba de Ap-
titud Personal (PAP) obligatoria y comuin para acceder a los grados de Maestro en
Educacién Infantl y Maestro en Educacion Primaria. De esta forma, el Consell
Interuniversitari de Catalunya (CIC) aprobd, con fecha 30 de enero de 2014, la
incorporacién de una PAP para el acceso a los grados de maestro y, posteriormente,
todas las facultades aprobaron incluir en las memorias de dichos grados la supe-
racién de la PAP como requisito de ingreso. En la actualidad ya existen grados
universitarios de marcado cardcter profesionalizador con requerimientos para el
acceso complementarios a las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU) entre ellos
los de Ciencias de la actividad Fisica y el Deporte, Cinematografia o Traduccién e
Interpretacion.

Para el curso 2014-15, se establecié que la PAP se consideraria superada a tra-
vés de la obtencién de una nota igual o superior a 5 como resultado de la media
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aritmética de los ejercicios de lengua catalana y lengua castellana de la fase general
de las PAU, siempre que ambas fueran iguales o superiores a 4. El 15 de diciembre
de 2014, el CIC llegé a un acuerdo, promovido desde el Programa MIF, para avan-
zar hacia una PAP especifica. El acuerdo establecié que, a partir del curso 2017-
18 incluido, para acceder al grado de Maestro en Educacién Infantil, al grado de
Maestro en Educacién Primaria y al doble grado en Educacién Infantil y Primaria
impartidos por las universidades publicas y privadas del sistema universitario ca-
taldn, los candidatos deben superar una PAP que evalda, entre otros aspectos, las
competencias légico-matemdticas. En este contexto, la primera autora recibié el
encargo del coordinador del programa MIF de preparar una propuesta para la
prueba de competencia matemdtica de la PAP.

CONOCIMIENTO MATEMATICO FUNDAMENTAL

En las tres tltimas décadas se han desarrollado diversos modelos teéricos que
describen el conocimiento necesario para ensefiar matemdticas, atendiendo a las
necesidades especificas de la ensefianza. A nivel internacional, destacan las aporta-
ciones de Shulman (1986) quien establece la nocién de conocimiento pedagigico del
contenido, la de Ball y sus colaboradores (Ball, Thames and Phelps, 2008) quienes
desarrollan la idea de conocimiento matemdtico para la ensennanza, y la de Rowland
(2008) con la definicién del cuarteto de conocimiento. En el dmbito espafiol debe-
mos destacar la nocién de conocimiento especializado del profesor de matemdticas
(Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Cataldn, 2013), las de conocimientos y com-
petencias diddctico-matemdticas (Godino, Giacomone, Font y Pino-Fan, 2018) y la
de competencia de la mirada profesional (Llinares, 2012). La diversidad de marcos
teéricos es un reflejo de la complejidad de los conocimientos y las competencias
requeridos en la prictica del profesor de matemadticas. Sin embargo, los marcos
teéricos mencionados centran su atencién en el desarrollo profesional durante la
formacién inicial o en la practica del ejercicio profesional. La atencién que se ha
prestado a la investigacién centrada en establecer cudl es conocimiento matemdtico
con el que los estudiantes llegan a los programas de formacién del profesorado es
mucho menor (Linsell y Anakin, 2012).

En Castro, Mengual, Prat, Albarracin y Gorgorié (2014) presentdbamos una
primera definicién de CMF como el conocimiento disciplinar en matemdticas
necesario para seguir con aprovechamiento las materias de matemdticas y de di-
dictica de las matemdticas, tomando en cuenta los requerimientos de la pricti-
ca profesional y las competencias matemdticas de la educacién primaria. Seria el
conocimiento disciplinar inicial deseable a partir del cual el estudiante, a través
de los cursos de matemadticas y su diddctica y de las pricticas, construiria el cono-
cimiento del contenido matemdtico y el conocimiento pedagégico del contenido
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necesarios para iniciar su prictica. El CMF es el conocimiento disciplinar que los
profesores en las facultades tomamos como punto de partida en nuestra docencia.
El CMF requiere un conocimiento profundo de las matemdticas elementales y
constituye los cimientos que sostienen el aprendizaje matemdtico de los futuros
maestros, permitiendo que los distintos elementos de su diddctica generen una
estructura robusta.

No existe un acuerdo explicito acerca de cudles son los aspectos esenciales del
CME ni existen todavia instrumentos compartidos para determinar hasta qué
punto nuestros estudiantes poseen dicho conocimiento. Sin embargo, estarfamos
de acuerdo en que al inicio de su formacién podemos exigirles que conozcan los
aspectos bdsicos de las matemdticas elementales, aunque no hayan elaborado un
tejido completo de relaciones entre conceptos, procedimientos y estructuras. Por
otra parte, creemos que podemos exigir a nuestros estudiantes que conozcan la base
matemdtica y el dominio de la terminologia, correspondientes a su propio proceso
de escolarizacién. Nuestra interpretacién del CMF se aproxima a la que proponen
Linsell y Anakin (2012, 2013) del conocimiento del fundamento del contenido de
los estudiantes que inician su formacién como maestros que incluye, enlazados
de manera inseparable, conocimientos conceptuales y procedimentales. Segtn es-
tos autores las caracteristicas de este conocimiento estdn relacionadas, entre otros
aspectos, con la capacidad para modelizar, razonar y confirmar, usar maltiples re-
presentaciones, generalizar, trabajar con niimeros reales y conocer hechos matemd-
ticos bdsicos. Ademds, cuestionan que el conocimiento con el que los estudiantes
llegan a su formacidn inicial de maestros sea adecuado y suficiente para construir y
desarrollar el conocimiento necesario para la ensefanza.

Nuestro estudio alrededor del CMF tenia una doble intencién. Por una parte,
a partir de criterio de expertos, intentdbamos fijar un acuerdo sobre el contenido
que considerdbamos imprescindible para el inicio de la formacién de maestros vy,
por otra, trabajébamos para desarrollar un instrumento que permitiese verificar si
los candidatos a los grados de maestro tienen un CMF suficiente para iniciarlos.
Entendemos que la prueba de competencia matemdtica de la PAP para el acceso
a los grados de maestro debia estar estrechamente relacionada con el concepto de
CME por lo que intentamos conjugar dos procesos. Por una parte, como grupo
de investigacién, trabajdbamos para avanzar en la concrecidn y caracterizacion del
CME, tanto en un contexto local como internacional. Por otra, asumiamos el en-
cargo de disefar la prueba de competencia matemdtica de la PAP. Inicialmente el
instrumento de evaluacién del CMF no estaba destinado a ser parte de una prueba
de acceso, sin embargo, el camino avanzado y el estudio piloto para la evaluacién
del CMF aportaron informacién que podia ser util para plantear la PAP.

Entendemos por competencia matemdtica la capacidad para utilizar conoci-
mientos matemdticos de manera transversal en situaciones y contextos matemdticos
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y no matemdticos. La competencia matemadtica va mds alld del conocimiento de
procedimientos, se manifiesta en el uso de conocimiento conceptual en distintas
situaciones prdcticas. Crooks y Alibali (2014) organizaron el conocimiento con-
ceptual en conocimiento de los principios generales y conocimiento subyacente a
los procedimientos. El primero se refiere al conocimiento de reglas, definiciones y
conexiones y de la estructura del dominio. El segundo implica saber por qué ciertos
procedimientos funcionan para determinados problemas, cudl es el propésito de
cada paso de un procedimiento, y conocer las conexiones entre estos pasos y sus
fundamentos conceptuales.

La competencia matemdtica de una persona se apoya en el dominio de elemen-
tos de cardcter conceptual y requiere la capacidad de usar conocimiento de cardcter
formal y explicitable, junto con conocimiento ticito. El conocimiento explicitable
puede ser evaluado de distintas formas —cuestionarios escritos, observacién, en-
trevistas, etc.— mientras que el conocimiento ticito, el que entra en juego en las
situaciones de la préctica, resulta dificilmente evaluable en una prueba escrita. Por
ello, parece claro que una PAP tinicamente puede evaluar aquella parte de la com-
petencia matemdtica correspondiente al conocimiento de cardcter formal explici-
table. Debiamos restringirnos pues a la evaluacién de conocimiento conceptual a
través de ejercicios y problemas referidos al conocimiento de principios generales y
al conocimiento subyacente a los procedimientos.

El Consell del Programa MIF establecié que la PAP tiene tinicamente una fun-
cién discriminatoria, siendo su calificacién APTO/NO APTO. Nos plantedbamos
pues desarrollar una prueba con una triple finalidad: asegurar que todos los can-
didatos admitidos tienen un conocimiento matemdtico minimo, discriminando
posibles limitaciones funcionales; indicar a los estudiantes de Bachillerato y Ciclos
Formativos que deben prepararse si quieren acceder a un grado de maestro; y fo-
mentar que los estudiantes trabajen con antelacién a la prueba para poder superar
posibles limitaciones transitorias. Finalmente, a través de un aumento progresivo
del nivel de exigencia de la prueba, se esperarfa que el nivel de conocimientos de
los alumnos aumentase paulatinamente con el tiempo.

Utilizamos un ejemplo para explicar qué entendemos por limitacién funcional
y limitacién transitoria. La figura 1 muestra la respuesta de un alumno que estaba
cursando el primer curso de un GEP en una pregunta de la prueba piloto de nues-
tro estudio en la que era necesario calcular la superficie de un circulo de radio 6 cm.
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Figura 1. Respuesta de un alumno al calcular el drea de un circulo de radio 6 cm

El estudiante recordaba correctamente la férmula, pero no utilizé unidades ni
cuando establecié el drea, ni cuando escribié el resultado. Estas omisiones respon-
den a limitaciones transitorias, posiblemente debidas a olvidos, que el estudiante
podria superar después de una revisién de los errores. Sin embargo, el alumno
tratd la coma decimal como si «separara completamente» la parte entera de la parte
decimal en el resultado de la multiplicacién con decimales, error que refleja una li-
mitacién funcional. Posiblemente, este alumno durante su escolarizacién no habia
logrado construir un minimo significado para el sistema de numeracién decimal
y su notacién. Este alumno no es representativo de los alumnos del GEP, pero
era uno de ellos. Creemos que este tipo de error no debe admitirse puesto que el
conocimiento explicitado constituye una limitacion para que pueda aprovechar los
esfuerzos que el sistema destina a su formacién como maestro.

Ademds, en la elaboracién de la PAP, nos enfrentdbamos a la necesidad de es-
tablecer una definicién de competencia matemdtica que fuese «operativa y razo-
nable», aunque restringiese el significado atribuido al término conocimiento en el
concepto CME. Debia ser «operativa» dado que debia referirse a algo susceptible
de ser evaluado en una prueba escrita de cardcter masivo. Debia ser «razonable» en
tanto que debia poder justificarse frente a los futuros candidatos que se limitaba a
conocimiento matemdtico al que habian tenido acceso durante su escolarizacién
previa.

Por todo ello, en el contexto de la PAP, establecimos el siguiente objetivo para
la prueba de CMF:

A través de la resolucién de ejercicios, problemas y situaciones de aplicacién en
contextos diversos, el examinando deberd demostrar que ha integrado y es capaz
de utilizar conocimientos y habilidades relativos a distintos dmbitos de contenido
matemdtico, siendo capaz de analizar los resultados obtenidos desde el punto de
vista de su razonabilidad.
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DESARROLLO DE UNA PRUEBA PARA EVALUAR EL CMF

En el contexto del grupo de investigacion EMiCCoM - Educacié matematica
i context: competéncia matematica (2014 SGR 00723) y en el marco del proyecto
Estudi per a l'avaluacié diagnostica de les competéncies matematiques dels estudiants
del grau en Educacié Primaria (2014ARMIF-00041), en el que participaron junto
a la Universitat Autdbnoma de Barcelona la Universitat de Girona, la Universitat
de Vic y la Universitat Ramon Llull, desarrollamos una caracterizacién del CME
Gracias a los avances en el marco del proyecto Caracterizacion del conocimiento
disciplinar en matematicas para el grado de educacion primaria: matematicas para
maestros (EDU2013-4683-R), nos planteamos establecer la viabilidad, pertinencia
y adecuacién de un instrumento de evaluacién del CME

A continuacién, en las secciones que siguen, introducimos los pasos dados para
la consecucién de dos objetivos estrechamente ligados: a) el establecimiento de los
dmbitos de contenido matemdtico en la caracterizacién del CMF y b) el diseno
de una prueba piloto que nos permitiese identificar las limitaciones, dificultades y
retos que presenta la elaboracién de una PAP en matemdticas.

La finalidad dltima de nuestro estudio era la construccién de una prueba defi-
nida a partir de criterio de expertos vinculados a la formacién de maestros para ca-
racterizar conocimientos especificos e identificar las competencias de cada alumno.
Dado que el conocimiento matemadtico es conocimiento en contexto, los criterios
de referencia se organizaron en torno a las distintas competencias y dominios de
contenido. Los items debian cubrir las distintas concreciones del CMF y debia
tomarse en cuenta su dificultad, capacidad de discriminacién, formato y forma
de presentacién, entre otros aspectos. Serfa importante establecer cudl era la con-
crecién observable para cada uno de los conocimientos y competencias a evaluar.
Ademds, dada la finalidad de la PAD, para cada item un error o una ausencia de
respuesta debfa reflejar una limitacién determinada.

(GRUPO DE DISCUSION

Para la consecucidén del primer objetivo, el estableciemiento de 4mbitos de con-
tenido, se organizé un grupo de discusién que se prolongé durante 10 sesiones en
el que participaron 7 profesores de diddctica de las matemdticas con larga trayecto-
ria en la formacién de maestros de las universidades que habian suscrito el proyecto
2014ARMIF-00041. Ademds, a dos de las sesiones se invité a profesores de las
demds universidades catalanas que imparten matemadticas y su diddctica en grados
de maestro (Universitat de Barcelona, Universitat de Lleida, Universitat Rovira i
Virgili, Universitat Internacional de Catalunya y Universitat Abat Oliva CEU). Se
organizaron también dos sesiones en las que participaron maestros de primaria que
habian firmado el proyecto.
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La finalidad del grupo de discusién era establecer cudl es y cémo se concreta
el CME Se generé un conjunto de referentes tedricos para disponer de una base
comun que inclufa documentos relacionados con el conocimiento para la ense-
fianza de las matemdticas y el conocimiento disciplinar y diddctico de los distintos
contenidos delimitados por el curriculum de Primaria y las competencias de esta
etapa. Puesto que estos documentos reflejan el objetivo de la formacién inicial
de maestros entendimos que podian orientar el estudio del punto de partida de
dicha formacién. Nos centramos en los contenidos matemdticos de la ensefianza
obligatoria puesto que debiamos asegurar que los candidatos a la PAP han tenido
oportunidad de acceder a aquello que evaluaremos.

PROCESO DE CONCRECION

Durante las sesiones del grupo de discusién trabajamos para establecer una
concrecion del CMF a la vez que fijdbamos el contenido de la PAD, tanto desde el
punto de vista de los conocimientos matemdticos a evaluar como de las caracteristi-
cas de las preguntas a incluir. Después de consensuar los propésitos principales del
CMF y la PAP, decidimos organizar el conocimiento matemdtico en los siguientes
dmbitos: Numeracién y cdlculo; Relaciones y cambio; Espacio y forma; Medida;
y Estadistica y Azar. Para cada uno de los dmbitos consensuamos una relacién de
bloques de contenido propios del dmbito. A partir de esta relacién de bloques de
contenido, cada uno de los participantes en el grupo de discusion se centré en
identificar o generar preguntas alineadas con los objetivos del CMF sobre dos de
estos bloques. De esta forma aprovechamos el conocimiento experto en dmbitos de
contenido concreto de los distintos participantes en el grupo de discusién. Trabajar
desde lo concreto, generando preguntas para la PAP, nos permitié avanzar simultd-

neamente en la definicién del CMF y el desarrollo de la PAP.

A partir del desarrollo de un primer banco de preguntas, para cada bloque de
contenido definimos los conceptos y procedimientos que los aspirantes al GEP de-
berfan dominar e iniciamos un proceso de priorizacién para decidir cudles de ellos
serfan la base de la prueba. Para ello, cada uno de los siete miembros del proyecto
valoré estos bloques de contenido, organizdndolos segin su criterio en tres niveles:
indispensable, necesario, esperable. Entendemos por conocimiento esperable aquel
que corresponde a un concepto o procedimiento que el estudiante ha encontrado
en su escolaridad previa y, que por tanto, podriamos esperar que dominara, pero
que no consideramos requisito indispensable o necesario para su ingreso en el GEP.
Estas valoraciones fueron la base sobre las que se construy6 la concrecién del CMF
en cada dmbito de conocimiento matemdtico. En la siguiente seccion se da cuenta
de los resultados del grupo de discusién que establecen la concrecién del CMF
siguiendo este proceso.
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ConNcRreciON DEL CMF en 1A PAP

Los resultados de la concrecién del CMF y los dmbitos de contenido matema-
tico en la PAP (Gorgorié, Albarracin y Villarreal, 2017) fueron recogidos directa-
mente en el Acuerdo del CIC de 5 de junio de 2015, sobre las caracteristicas generales
de la PAP para acceder a los grados en Educacion Infantil y Primaria, con todas sus
denominaciones, a partir del curso 2017-18, que establece la siguiente concrecién de
contenidos a evaluar:

Numeracién y célculo. Es necesario demostrar la comprensién y la capacidad de
representar y utilizar los nlimeros naturales, enteros y racionales en situaciones
diversas; la comprensién del significado y las propiedades de las operaciones y de
las relaciones entre unas y otras; el conocimiento del significado de divisor y el
dominio de las habilidades necesarias para resolver situaciones de factorizacién y
divisibilidad de ndmeros naturales.

Relaciones y cambio. Es necesario demostrar la capacidad de identificar y genera-
lizar patrones no necesariamente numéricos; de identificar e interpretar relaciones
de dependencia entre variables; de interpretar y construir graficos que expresen
relaciones de cambio; es necesario también demostrar la comprensién integrada
de los significados de proporcionalidad numérica y razén y la capacidad de usar
estos conceptos para resolver situaciones diversas.

Espacio y forma. Es necesario demostrar el conocimiento de las caracteristicas
y las propiedades de figuras geométricas de dos y tres dimensiones y la capa-
cidad de aplicarlas en situaciones diversas; la comprensién y la capacidad de
representar y utilizar reflexiones, giros y traslaciones; la comprension integrada
de los significados de proporcionalidad geométrica, semejanza y escala, y la ca-
pacidad de utilizar estrategias de visualizacién para resolver problemas, sean o
no geométricos.

Medida. Es necesario demostrar el conocimiento del significado de magnitud
medible (dngulo, longitud, drea, volumen, capacidad, masa y tiempo) y de los
procesos de medida; el conocimiento de las unidades de medida decimales y se-
xagesimales correspondientes y de los mecanismos para resolver situaciones de
cambio de unidades, y el dominio de los conocimientos y las habilidades nece-
sarias para resolver situaciones diversas relacionadas con las ideas de perimetro,
drea y volumen.

Estadistica y azar. Es necesario demostrar la capacidad de interpretar, analizar,
obtener conclusiones y hacer predicciones a partir de datos estadisticos; de in-
terpretar y construir graficas estadisticas; de interpretar y calcular medidas de
centralizacién, y comprender el significado de azar.

La competencia légico-matemdtica se evala a través de ejercicios, problemas y
situaciones de aplicacién en las que deberd construirse la respuesta sin calculadora
y en las que se considerard tanto el proceso de resolucién como la respuesta.
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PRUEBA PILOTO

Para disenar una prueba representativa del CMF tomamos como punto de par-
tida el banco de actividades generadas durante el proceso de discusién que refleja el
criterio de los expertos. Entre otras, el banco contenfa preguntas liberadas de otros
estudios —pruebas de competencia matemdtica, TIMSS, PISA, TEDS-M, SMART
o LMT-, e¢jercicios de libros de texto, ejemplos procedentes de publicaciones re-
lativas al andlisis conceptual y de los errores y dificultades en el aprendizaje, y
de estudios internacionales sobre la competencia matemadtica del profesorado. Las
actividades de la prueba eran de respuesta abierta para evitar sugerir respuestas
a los alumnos y estaban disefiadas con la intencidén de evaluar el conocimiento
matemdtico a tres niveles, segtin la complejidad de la competencia matemadtica re-
querida o el proceso cognitivo exigido para su resolucion. Estos niveles son los que
marcan los distintos estudios PISA (OECD, 2012): reproductivo, de aplicacién
y de relacién. La versién final de la prueba piloto contenia 18 actividades, equili-
brando los dmbitos de conocimiento que definen la PAP y niveles de conocimiento
matemdtico exigidos.

La prueba se pasé a los 295 estudiantes de primero del grado de Educacién
Primaria de la UAB en la primera semana del curso 2013-2014. La nota de corte
para el acceso a esta titulacién en la UAB fue superior a la del resto de los grados
en Educacién Primaria en Catalunya, situdndose en el percentil 81 (77 de 421)
del conjunto de los grados ofertados en Catalunya. Por lo tanto, al interpretar los
resultados obtenidos, podemos considerar que, al menos desde el punto de vista
del sistema, la poblacién estudiada era la que mejor habia superado los requisitos
de acceso vigentes.

CONSIDERACIONES PARA EL DISENO DE LA PRUEBA DE MATEMATICAS DE LA PAP

La finalidad de la PAP requeria disefiar una prueba referida a criterios, puesto
que no pretende ordenar los estudiantes en funcién de sus resultados, sino situarlos
en relacién al dominio de determinados contenidos y habilidades. Por lo tanto, en
su elaboracién partimos de los bloques considerados indispensables o necesarios
por los expertos del grupo de discusién y trabajamos para asegurar la validez de
la prueba, buscando que las preguntas fuesen relevantes y representativas de las
distintas concreciones establecidas. Ademds, la especificidad de la evaluacién del
CMEF nos llevé a considerar otras caracteristicas para la redaccién de la prueba —ti-
pos de respuesta, tipos de enunciados, instrumentos permitidos para la respuesta—
asi como los criterios para la correccién de las preguntas. A continuacién, justifica-
mos la toma de decisiones con relacién a dichas caracteristicas, ejemplificindolo a
partir de los resultados obtenidos en la prueba piloto.
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Contextualizacion de enunciados verbales

Consideramos necesario introducir preguntas con enunciados verbales contex-
tualizadas en situaciones reales para aproximarnos a la idea de competencia mate-
mdtica, tal como argumentamos a continuacién a partir de un ejemplo.

La pregunta 5 de la prueba piloto plantea: «Cuando se hace una salida escolar es
necesario que los ninos vayan acompanados por adultos. Cada adulto puede ser respon-
sable, como mdximo, de un grupo de 16 ninios. En una salida con 54 nifios, ;cudntos
adultos deben acompanarlos?» La Tabla 1 recoge las respuestas de los alumnos, con
sus frecuencias relativa y absoluta.

Tabla 1. Respuestas a la pregunta 5

Respuesta NC 3 3,375 3,4 3,5 4 4 con errores 5 Otra  Total
Frecuencia 17 41 24 12 7 154 20 6 10 291
Porcentaje  5,8% 14,1% 82% 4,1% 2,4% 52,9% 6,9% 2,1% 3,4% 100%

Observamos que un 52,9% de los alumnos respondié dividiendo correctamen-
te y tomando el cociente por exceso, aportando evidencias de que daban sentido a
la situacién. Un 6,9% dio 4 como respuesta, siendo el resultado de célculos erré-
neos o argumentos invalidos. Un 14,8% de los estudiantes dio como respuesta el
cociente con decimales obtenido en la divisién, y 14,1% respondi6 que deberian ir
acompafados por 3 adultos. Vemos que mds de una cuarta parte de las respuestas
evidencié que no se interpretaba la situacién propuesta. De esta forma, la pregunta
nos permitié distinguir entre los que eran capaces de resolver el problema con sig-
nificado de aquellos que aplicaban algoritmos de forma rutinaria.

Preguntas de respuesta abierta

Otra de las decisiones que debiamos tomar era si optdbamos por preguntas con
respuesta de opcién multiple o de respuesta abierta. La pregunta 2, entre otros cal-
culos de cambio de unidades de medida, pedia a los estudiantes la equivalencia en
minutos de 1,4 horas. Los resultados para esta pregunta nos permitieron reflexio-
nar acerca del formato apropiado para los items de la PAP. La Tabla 2 muestra las
respuestas obtenidas en la prueba piloto y sus frecuencias.

Tabla 2. Frecuencia absoluta y relativa de las respuestas
a la equivalencia en minutos de 1,4 horas

NC 60 64 75 80 84 90 100 120 otra total

3 1 7 9 3 79 3 154 3 29 291
1,0% 0,3% 2,4% 3,1% 1,000 27,1% 1,0% 52,9% 1,0% 10,0% 100,0%
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Para responder debia combinarse que una hora son 60 minutos y el significa-
do del ndmero decimal. Recogimos un total de 28 errores conceptuales distintos.
Asignar valores como 40 o 4 minutos a 0,4 horas evidencia la dificultad para tratar
la parte decimal. La respuesta mayoritaria no es la correcta, sino la que establece
que 1,4 horas son 100 minutos, poniendo en evidencia que los estudiantes no
relacionaban su resultado con el conocimiento de la prictica cotidiana, olvidando
que 1,5 horas son 90 minutos. Esta ausencia de conexién es incluso més evidente
cuando responden 60, 90 o 120.

La gran variedad de respuestas obtenidas en preguntas como esta, y también
en otras de distinta naturaleza, nos sugirié que si querfamos identificar posibles
limitaciones de los candidatos debiamos plantear preguntas en las que tuviesen que
construir la respuesta, a pesar de que la correccién de una prueba con preguntas de
opcién maltiple fuera mds dgil.

Uso de calculadora

La prueba contenia varias preguntas de tipo aritmético —ordenacién de ni-
meros decimales o cdlculos aritméticos en distintos conjuntos numéricos, entre
otras— e inclufa problemas contextualizados en los que era necesario recurrir a ope-
raciones aritméticas para resolverlos. No permitir el uso de la calculadora nos llevé
a detectar errores como los presentados en la figura 1 puesto que las preguntas en
que se debe utilizar algoritmos evaltan el conocimiento conceptual subyacente a
los procedimientos. Si el alumno ha olvidado las reglas que memorizd, sélo podrd
resolver el ejercicio correctamente si es capaz de reconstruir el procedimiento o
utilizar vias alternativas dotando la pregunta de significado.

Correccion Y puntuacion

La prueba tenia como objetivo discriminar entre aquellos estudiantes que han
construido un conocimiento suficiente y los que no. Por ello, contrariamente a
lo habitual, en la calificacién de la prueba asignamos mayor peso a las preguntas
relativas a elementos mds bdsicos de conocimiento. Decidimos atribuir mds puntos
a las preguntas de cardcter reproductivo, dado que reflejan los aspectos mds bdsicos
del conocimiento presentados de forma aislada. Si el alumno habia olvidado los
procesos algoritmicos, deberfa haber podido resolver las preguntas recurriendo al
conocimiento conceptual que los fundamenta. Respecto a la correccidn, si la res-
puesta a la pregunta era completa se le asignaba la puntuacién mdaxima, y si existia
algin error o era incompleta, no se puntuaba. La calificacién méxima era de 57
puntos (a 5 preguntas de aplicacién les correspondian 3 puntos). La Tabla 3 recoge
el tipo de preguntas y, para cada tipo, el nimero y la puntuacién atribuida.
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Tabla 3. Descripcién de la puntuacién de las preguntas de la prueba

Tipo de pregunta ~ Numero de preguntas en la prueba  Puntuacién de la pregunta

Reproductivo 9 4 puntos
Aplicacién 7 2 o0 3 puntos
Relacién 2 1 punto

La pregunta 2 —salida escolar— y la pregunta 5 —horas y minutos— que hemos
mostrado en secciones anteriores son ejemplos de preguntas de tipo reproductivo,
puesto que van dirigidas a identificar el conocimiento de aspectos fundamentales
como el significado de la divisién y el manejo de su algoritmo, y el cambio de
unidades. Un ejemplo de pregunta de aplicacién es la pregunta 15 (Figura 2), que
proporciona un histograma sobre el nimero de alumnos que han obtenido unas
determinadas calificaciones en una prueba y plantea varias preguntas.

(A) ;Cudntos alumnos han sido
evaluados?

(B) ;Qué puedes decir sobre el

’ niimero de aprobados?

* (C) ;Qué porcentage de alumnos

- han obtenido una nota entre 0y 4?

= (D) ;Cudl es la nota mds alta
:. .: obtenida?

[o-2] (2-4] (4-6] (6-8] (8-10]

°

Figura 2. Enunciado de la pregunta 15

La pregunta 15 tenfa asignada una puntuacién mdxima de 3 puntos que se
repartian a partes iguales entre los cuatro apartados. El apartado mds asequible es
el apartado (A), que respondieron correctamente un 86,8% de los alumnos. Esto
contrasta con el 17,1% de éxito en el apartado (B) que requiere un mayor nivel de
interpretacion del grafico en relacién a la realidad representada.

Un ejemplo de pregunta de relacién es la pregunta 17, que respondieron correc-
tamente un 14,5% de los alumnos participantes en la prueba piloto. Su enunciado
es: «El siguiente pentagrama estd formado por las lineas de las notas mi, sol, si, re y fa.
Si la figura dibujada continuara con el mismo patrén, jen qué linea se encontraria el
niimero 20352
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Figura 3. Grafico del enunciado de la pregunta 17

Ademds, decidimos que superar la prueba requerfa responder correctamente
todas las preguntas de tipo reproductivo, con lo cual era necesario obtener 36 de
los 57 puntos, es decir, un 6,32 sobre 10. Asi definimos las siguientes calificacio-
nes (Tabla 5): A si se superaban todas las preguntas, B si se superaban todas las de
tipo reproductivo y de aplicacion; y C'si se superaban todas las preguntas de tipo
reproductivo; y tres niveles D, E'y F para cuando no se superaba la prueba. La tabla
siguiente muestra los resultados obtenidos por los participantes en la prueba piloto.

Tabla 4. Calificaciones obtenidas en la prueba piloto

Calificacién Frecuencia Porcentaje
A[9'6, 10] 0 0,00%
B[9,9'6) 3 1,01%
C6'3,9) 26 8,72%
D[5,6'3) 44 14,77%
E[2'5,5) 152 51,01%
F[0,2'5) 73 24,49%
Total 298 100,00%

Estos resultados cuestionan el nivel de conocimiento de los participantes y dis-
tan considerablemente de los deseables, siendo menor al 10% el porcentaje de los
que superan la prueba. El formato y contenidos de la prueba de competencia 16gi-
co-matemdtica en la PAP debian considerar esta realidad, discriminando a aquellos
alumnos que no poseen un minimo conocimiento matemdtico que pueda ser mo-
dificado y ampliado durante su paso por nuestras facultades.

Por otra parte, la dificultad de la prueba debia ser definida cautelosamente, ya
que los resultados de la Tabla 4 evidencian que el conocimiento matemdtico de una
gran parte de los estudiantes que ingresaron en el GEP antes de su implementacién
distaba de ser suficiente. Introducir en el sistema de acceso una prueba discrimina-
toria con el nivel de exigencia de la de este estudio podria implicar efectos negativos
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en la seleccion de alumnos. Por ello, definir unos criterios de puntuacién que res-
pondiesen a esta necesidad era uno de nuestros objetivos a corto plazo. Por otra
parte, ademds de validar la construccién de la PAP, debiamos estudiar diferentes
formas de corregir y calificar para que la prueba cumpliese su funcién sin perjudi-
car al sistema de formacién de maestros.

PERTINENCIA DE LAS PAU COMO REQUISITO DEACCESO AL GRADO

Los datos obtenidos con la prueba piloto al inicio del curso 2013-14 aportaron
dos ideas importantes. Por una parte, constatamos que resultaba necesario replan-
tear la forma de calificar la prueba y, por otra, tenfamos evidencia de que aquellos
estudiantes que habifan permanecido en contacto con las matemdticas durante toda
su escolaridad habian obtenido resultados significativamente mejores. Nos pregun-
tamos entonces si la superacion de las pruebas de matemdticas de las PAU garanti-
zarfa un conocimiento matemdtico suficiente para iniciar el GEP,

Para obtener evidencias empiricas utilizamos la prueba piloto y ajustamos la
forma de calificar. Trabajando con los datos de los estudiantes que iniciaron el GEP
el curso 2014-15, analizamos la coherencia entre los resultados que obtuvieron
en la prueba de CME, ajustado el criterio para su calificacién, y los que habian
obtenido en las pruebas de matemdticas de las PAU, a partir de los registros de
calificaciones que la Oficina de Acceso a la Universidad nos facilité anonimizados.

La Tabla 4, presentada mds arriba, muestra que tinicamente el 9,73% de los
estudiantes del curso 2013-14 superaron la prueba de CMF obteniendo una cali-
ficacién de A, B o C. Para mantener la validez del estudio, rebajar la exigencia de
la prueba de CMF y permitir comparaciones con los exdmenes de las PAU, decidi-
mos establecer el aprobado en cinco puntos, también para la prueba de CME, con
lo que para el curso 2014-15 superar la prueba significa obtener una calificacién A,
B, C o D manteniendo los criterios para asignar la calificacién numérica.

En esta ocasién, se enfrentaron a la prueba de CMF 258 alumnos de primer
curso. La media en la calificacién de la prueba de estos alumnos fue de 3,87 puntos
sobre 10, presentando una desviacién estdndar de 1,75 y con un 24,81% de apro-
bados. En este caso nos centramos en diferenciar los resultados de las calificaciones
en la prueba de CMF de los alumnos que habian hecho las pruebas de Matemiticas
o Matemdticas para las Ciencias Sociales en las PAU de las de los alumnos que no
habian pasado ninguna de estas pruebas. Debemos destacar que 16 alumnos pa-
saron ambas pruebas de Matematicas de las PAU ya que la estructura de las PAU
asi lo permite. Las calificaciones de estos 16 alumnos aparecen reflejadas en ambas
columnas. La Tabla 5 muestra los descriptores de las calificaciones de los alumnos
de la promocién 14-15 en la prueba de CME
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Tabla 5. Descriptores estadisticos de los resultados en la prueba de CMF
seguin las opciones del examen de matematicas en las PAU

Matemdticas ~ Matemdticas CCSS  No han hecho prueba

Selectividad Selectividad de matemdticas
Media 5,81 4,53 3,29
Mediana 5,81 4,33 3,10
Desviacién estindar 1,65 1,70 1,53
Minimo 1,32 0,85 0,35
Miximo 9,30 9,30 8,01
Numero de estudiantes 36 84 154
Porcentaje sobre el total  13,95% 32,56% 59,69%

Los resultados ponen de manifiesto que los alumnos que hicieron la prueba
Matemdticas en las PAU obtuvieron una calificacién media en la prueba de CMF
de 5,81 puntos superando en 1,94 puntos la media de las calificaciones en la prue-
ba de CMF de todos los alumnos de dicho curso, que fue de 3,87 puntos. Por su
parte, los alumnos que en las PAU se examinaron de Matemdticas para las Ciencias
Sociales obtuvieron en la prueba de CMF una calificacién media superior en 0,46
puntos a la del total de la promocién. La calificacién media en la prueba de CMF
de los alumnos que no hicieron ninguna de las dos pruebas de matematicas en las
PAU, es 3,29 puntos, claramente inferior a la media del grupo.

Para sustentar estas afirmaciones utilizamos un test ANOVA de comparacién
de medias. Los resultados del test (Tabla 6) muestran que debemos rechazar la
hipétesis de que las medias eran iguales, el p-valor es 0,0000, menor que 0,05. El
estudio de la diferencia de medias dos a dos nos muestra que los tres grupos de
estudiantes obtuvieron calificaciones significativamente diferentes.

Tabla 6. Test de comparacién de medias de CMF

segiin opciones de matemdticas en las PAU

Matemdticas vs Matemdticas CCSS  Diferencia = 1,2800, 95% CI = (2,0307, 0,5293), p = 0,0002

Matemiticas vs no PAU Diferencia = 2,5200, 95% CI = (3,2177, 1,8223), p = 0,0000
Matemiticas CCSS vs no PAU Diferencia = 1,2400, 95% CI = (1,7512, 0,7288), p = 0,0000

Estos resultados prueban que aquellos alumnos que se examinaron de Matemad-
ticas en las PAU obtuvieron mejores resultados en la prueba de CMF que los que se
examinaron de Matemdticas para las Ciencias Sociales, y estos Gltimos mejores que
los que no se examinaron de matemadticas. Sin embargo, esto no es suficiente para
afirmar que superar una de las dos pruebas de matemadticas de las PAU sea garantia
de un conocimiento matemdtico inicial suficiente para el GEP.
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Las Figuras 4a y 4b muestran, para cada estudiante, la relacién entre las califi-
caciones en la prueba de CMF y la prueba de matemdticas de las PAU en la opcién
de Ciencias y en la de Ciencias Sociales, respectivamente. En cada tabla, se repre-
senta también la recta de regresién correspondiente. En los graficos se observa una
tendencia de correlacién débil entre la nube de puntos y las respectivas rectas de
regresion, pero el factor determinante para establecer las posibles relaciones entre
los resultados en las dos pruebas es el estudio por cuadrantes. Ademds, observamos
que 7 (19,44%) de los estudiantes que hicieron la prueba de Matemdticas de las
PAU la suspendieron, pero aprobaron la prueba de CME Interpretamos que estos
alumnos habian conseguido elaborar un conocimiento matemdtico adecuado para
el GEP, pero no habian completado satisfactoriamente su formacién para superar
la prueba de matemdticas de las PAU. La situacién inversa, superar el examen de
matemdticas de las PAU y no superar la prueba de CMF se dio en un tnico caso.
El grupo de alumnos que en las PAU hizo la prueba de Matemdticas para Ciencias
Sociales era mucho mds numeroso y vemos también que 25 (29,76%) de estos
alumnos superaron la prueba en las PAU, pero no alcanzan la calificacién de 5 en
la prueba de CME mientras que 5 (5,95%) alumnos que superaron la de CMF no
superaron la de las PAU.

CALIFICACION PRUEBA PCM
CALIFICACION PRUEBA PCM

N .
2
1 1 *
o 0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CALIFICACION MATEMATICAS PAU CALIFICACION MATES CC. SS. SELECTIVIDAD
Figura 4a. Relacién calificaciones Figura 4b. Relacién calificaciones
Matemiticas para Ciencias PAU y CMF Matemdticas para Ciencias

Sociales PAU y PCMF

Estos datos nos muestran que la prueba de CMF y las pruebas de matemdticas
de las PAU establecen de forma distinta como apto / no apto a un 37,71% de
los alumnos que realizaron las PAU en la modalidad de Ciencias Sociales y a un
22,22% de los alumnos de la modalidad de Ciencias. Esta constatacién empirica
confirma como no deseable utilizar las pruebas de matemadticas de las PAU como
requisito especifico para el acceso al GEP.
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CONCLUSIONES

La investigacién presentada en este capitulo parte de la necesidad de una me-
jora de la formacién matematica inicial de los maestros de Educacién Primaria. El
primer producto de esta investigacion es la concrecién del concepto conocimiento
matemdtico fundamental (CMF) en distintos dmbitos de contenido matematico.
De esta concrecidn se deriva la evidencia de la necesidad de una prueba de conoci-
miento matemdtico y una propuesta concreta que se incorporaria para la admisién
a los grados de Maestro como requisito complementario a las Pruebas de Acceso a
la Universidad. Entendemos que la idea de conocimiento matemdtico fundamental
puede erigirse como uno de los constructos tedricos esenciales para definir la for-
macién inicial de los estudiantes para maestro a la vez que podria convertirse en
un soporte sobre el cual armar las asignaturas de matemdticas para maestros o de
matemdticas y su diddctica.

Son muchas las investigaciones, desarrolladas desde distintas perspectivas, que
establecen el conocimiento para ensefiar matemdticas que los aspirantes a maestros
deberfan desarrollar durante su paso por las facultades de educacién. Sin embargo,
dichos estudios establecen el objetivo de la formacién inicial sin tomar en consi-
deracién, o al menos sin explicitarlo, cudl es el punto de partida para el desarrollo
del conocimiento necesario para ensefiar matematicas. Por lo tanto, ademds de una
discusién tedrica sobre cudles serfan los conocimientos iniciales requeridos, seria
necesario establecer conexiones con los marcos teéricos que describen el conoci-
miento del profesor de matemadticas que estdn siendo utilizados para situar inves-
tigaciones y orientar politicas de ordenacién universitaria relativas a la formacién
de maestros.

La concrecién del conocimiento matemdtico fundamental en dmbitos de conteni-
do y la prueba desarrollada en nuestro estudio orientaron la definicién del examen
de competencia 16gico-matemdtica de la Prueba de Aptitud Personal que desde ju-
nio de 2017 es requisito para el acceso a los grados de maestro en las universidades
catalanas. Ademds, nos permitieron desarrollar el modelo de prueba que venimos
utilizando desde septiembre de 2013 para elevar el nivel de exigencia en el cono-
cimiento matemdtico de nuestros estudiantes al iniciar los cursos de matemadticas
que son parte de su formacién.

Los resultados que hemos presentado en este capitulo corresponden a los alum-
nos que ingresaron los cursos 2013-14 y 2014-15. Constatamos que sus califica-
ciones en la prueba distan de ser las que evidenciarfan un conocimiento inicial
éptimo para desarrollar el conocimiento necesario para iniciarse como docentes de
matemdticas. Ademds, los resultados de nuestro estudio muestran que los criterios
de admisién y los requisitos de acceso vigentes hasta el momento de la aplicacién
de la Prueba de Aptitud Personal no habian logrado garantizar un conocimiento
matemdtico suficiente en los estudiantes que accedieron a la formacién inicial de
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maestros. Todo ello justifica la necesidad de introducir una prueba de conocimien-
to matemadtico como requisito para el acceso que permita asegurar que el bagaje de
los candidatos se acerca al conocimiento matemdtico fundamental.

No obstante, el desarrollo de una prueba como la que planteamos comporta
multiples retos. De entrada, e incluso aceptando que para desarrollarla debimos
restringir la idea de conocimiento matemidtico fundamental a conocimiento expli-
citable a través de una prueba escrita, uno de los principales retos fue conjugar
conceptualmente las ideas de competencia matemadtica y conocimiento matemdtico
fundamental. Intentar hacer compatibles estas dos nociones condiciond el instru-
mento disefiado. Ademds, conciliar la idea de conocimiento matemdtico fundamen-
tal, como conocimiento deseable, con la realidad manifestada por los resultados
obtenidos en el pilotaje nos llevé también a revisar nuestros planteamientos desde
el punto de vista de lo exigible, en un intento por ajustar lo que definiamos como
fundamental y las evidencias del estudio piloto.
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RESUMEN

En este capitulo se presenta un estudio sobre el conocimiento matemdtico de los estu-
diantes para maestro de Educacién Primaria. Esta investigacién parte de la consideracién
de que los futuros maestros no solo deben aprender conceptos matemdticos, definiciones,
teoremas, etc., sino también las prdcticas matemdticas a través de las cuales se generan. Por
este motivo, abordamos el estudio de la prictica de definir y, en concreto, de cémo futuros
maestros construyen definiciones matemdticas. La perspectiva tedrica utilizada para llevar a
cabo esta investigacién es la teorfa de la comognicidn, perspectiva sociocultural propuesta
por Sfard (2008) que caracteriza las matemdticas como un discurso con propiedades especi-
ficas. Los resultados obtenidos nos han permitido aproximarnos al discurso de los estudian-
tes para maestro cuando construyen definiciones matemdticas sobre cuerpos geométricos.
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ABSTRACT

In this chapter, we present a study about the mathematical knowledge of Primary Edu-
cation pre-service teachers. This research is based on the assumption that pre-service tea-
chers do not only need to learn mathematical concepts, definitions, theorems, etc., but also
the mathematical practices that generate them. For this reason, we study the mathematical
practice of defining and, in particular, how pre-service teachers construct mathematical de-
finitions. The theoretical perspective we use in this research is the theory of commognition
proposed by Sfard (2008), which characterizes the mathematics as a discourse with some
specific properties. The results we have obtained have allowed us to approach the discourse
of the pre-service teachers when they construct mathematical definitions about solids.

Keywords: mathematical practice, defining, theory of commaognition, pre-service teachers.

INTRODUCCION

A FORMACION de profesores de matemdticas ha preocupado a los investiga-

dores en educacién matemdtica desde hace décadas y ocupa un lugar espe-

cialmente relevante en esta disciplina debido a las importantes repercusiones
sociales que tiene. Entre los dmbitos de investigaciéon que recoge Llinares (2008),
hay uno que aborda lo relativo a «el estudiante para profesor, el profesor y el for-
mador de profesores: Aprendizaje y desarrollo profesional» (p. 11), y que incluye
una agenda de investigacién «centrada en el aprendizaje y desarrollo profesional
del profesor» (p. 11). Es en esta agenda donde se sitda este capitulo. Ahora bien,
antes de formar a profesores se debe caracterizar qué conocimiento necesitan di-
chos profesores.

En la caracterizacién del conocimiento del profesor, los trabajos de Shulman
(1986, 1987) han tenido y siguen teniendo una especial importancia. Este autor
identifica diferentes dominios de dicho conocimiento y las relaciones entre estos
dominios y su aprendizaje o desarrollo. Entre estos dominios, destacamos el co-
nocimiento diddctico del contenido (Pedagogical Content Knowledge, o PCK) y
el conocimiento de la materia (Content Knowledge/Subject Matter Knowledge,
o CK). El PCK va mis alld del conocimiento de la materia en si, ya que es cono-
cimiento de la materia para ensefar e incluye, por ejemplo, las maneras de repre-
sentar y formular matemadticas para hacerlas comprensibles a otros. Por otra parte,
Shulman (1986) indica que el CK debe incluir aspectos como comprender la es-
tructura de la materia, su organizacién conceptual, cudles son las ideas importantes
y habilidades en esta materia, asi como la manera en la que los expertos producen
nuevas ideas o descartan otras. Ademds, como indican Krauss y Blum (2012), este
dominio de conocimiento ha sido menos estudiado a nivel internacional en com-
paracién con el otro dominio (PCK). De hecho, el propio Shulman dejé abierto
qué nivel de conocimiento de la materia, las matemdticas en nuestro caso, debe
poseer un profesor.
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La importancia del conocimiento de las matemdticas ha sido resaltada también
por otros autores. Asi, Thompson, Carlson, y Silverman (2007) sefalan que si
las estructuras conceptuales del profesor abarcan una red de ideas matemdticas y
formas de pensar compatibles, al menos serd posible que estas mismas estructuras
conceptuales se desarrollen en sus estudiantes. Para estos autores, la comprensién
matemdtica del profesor es una condicién necesaria para poder ensefiar a sus es-
tudiantes a desarrollar una comprensién matemdtica de calidad. Por otro lado, la
Conference Board of the Mathematical Sciences (CBMS) (2001) resalté que los
futuros profesores de matemdticas necesitan desarrollar un profundo conocimiento
de las matemdticas que deberdn ensefiar. En su segunda edicién, la CBMS (2012)
anadi6 que los futuros profesores deben ademds comprender las matemdticas que
se ensefian antes y después de las que ellos ensehardn.

En este mismo sentido, Wasserman (2018) introdujo la nocién de «conoci-
miento matemdtico mds amplio del que ensefia un profesor» (nonlocal mathemati-
cal neighborhood), que incluye ideas matematicas que estdn «detrds de», «junto a»
o «mds alld» del contenido especifico que debe ensefiar el profesor. Para este autor,
este conocimiento es relevante ya que influye en la comprensién de las matemdti-
cas que el profesor ensefia, llegando a ser «pedagdgicamente potente» a la hora de
influir en la prictica instruccional. Ademds, el profesor debe conocer los procesos
de construccién de conocimiento matemadtico (pricticas matemdticas) y que estos
forman parte de su conocimiento en todos los niveles, aunque no necesariamente
con el mismo alcance.

En general, el aprendizaje de las mencionadas pricticas matemdticas es un pro-
blema bésico de la educacién matemdtica que algunos autores consideran debe ser
tenido en cuenta en los programas de formacién (Sdnchez y Garcia, 2008). En
cuanto a la prictica de definir, Freudenthal (1973) considera que construir una
definicidn es tan relevante en matemdticas como construir una demostracién para
un teorema, y Mariotti y Fischbein (1997) afirman que aprender a definir es clave
en educacién matemdtica.

Numerosas investigaciones han mostrado la complejidad que presenta para es-
tudiantes de diferentes niveles educativos entender qué es una definicién matemd-
tica y cémo se construye. Entre otras, mencionamos los trabajos de Vinner (1991),
que diferencia entre la imagen y la definicién de un concepto, resalta el papel de
las definiciones en la resolucién de tareas y estudia cémo se construyen dichas
definiciones; de Borasi (1991), que gira en torno a los requisitos mayoritariamente
aceptados de una definicién matemdtica; y de Zaslavsky y Shir (2005), que tam-
bién aportan informacién acerca de las caracteristicas (imperativas, opcionales) de
las definiciones, y hacen un estudio de los principales roles que les son atribuidos.
Otras investigaciones han estudiado el papel de las definiciones y el proceso de
definir en relacién con la prueba matemdtica. En particular, Ouvrier-Buffet (2006)
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considera los procesos de definir vinculados a la formacién de conceptos mate-
miticos y modela los procesos de construccion de definiciones de los estudiantes.
Esta autora senala que durante un proceso de investigacién cientifica hay una pro-
gresion desde cero-definiciones (zero-definitions) a las definiciones generadas en
una prueba (proof-generated definitions). Alvarado Monroy y Gonzélez Astudillo
(2016) proponen una secuencia diddctica para mejorar la comprensién por par-
te de los estudiantes universitarios de los procesos de definir y demostrar. Dicha
secuencia diddctica cuenta con dos sesiones cuyo objetivo es que los estudiantes
aprendan a definir y manipular definiciones. Para ello, se les pidi, entre otros,
que construyeran definiciones de varios conceptos, que dieran ejemplos de ellos y
que «definieran un objeto a partir de su construcciéon guiada» (Alvarado Monroy y

Gonzdlez Astudillo, p. 534).

Por otro lado, nos gustaria sefialar que en este capitulo asumimos que las mate-
miticas son una actividad humana (Freudenthal, 1973) y por tanto falible y sujeta
a revisién (Lakatos, 1976). Esta consideracién de las matemdticas como una acti-
vidad humana ha llevado a algunos autores a estudiar el conocimiento matemdtico
desde perspectivas socioculturales (Cooper, 2014; Sfard, 2008).

En las dltimas décadas, se ha producido un auge de los investigadores que han
asumido en sus estudios estas perspectivas socioculturales (por ejemplo, Lave y
Wenger, 1991; Lerman, 2001). Con estas perspectivas, el aprendizaje y cualquier
actividad cognitiva dejan de explicarse como procesos puramente bioldgicos para
pasar a verse como procesos sociales. Por ejemplo, Rasmunssen, Zandieh, King, y
Teppo (2005) estudian el pensamiento matemdtico avanzado adoptando un enfo-
que que considera la progresion en el pensamiento como formas de participar en
précticas matemadticas. Su vision del aprendizaje es esencialmente sociocultural, ya
que consideran el aprendizaje como actos de participacion en las diferentes practi-
cas matemdticas dentro de comunidades de préictica (Lave y Wenger, 1991).

Uno de los marcos tedricos socioculturales existentes es la teoria de la comog-
nicién de Sfard (2008), que considera las matemdticas como un tipo de discurso.
Este marco ha sido el foco de diferentes volumenes especiales de revistas de presti-
gio y ha sido usado en investigaciones con estudiantes desde niveles bésicos (Sfard,
2007) hasta universidad (Escudero, Gavildn y Sdnchez-Matamoros, 2014; Nardi,
Ryve, Stadler y Viirman, 2014; Sdnchez y Garcia, 2014; Tabach y Nachlieli, 2015).
Presmeg (2016), en su revisién de diferentes investigaciones en un nimero especial
sobre perspectivas comunicacionales sobre aprendizaje y ensefianza de las matemd-
ticas, considera que la propuesta de Sfard (2008) proporciona una lente tedrica util
en diferentes contextos (situaciones con diferentes contenidos, diferentes sujetos,
diferentes niveles educativos).

En este capitulo nos centramos en el conocimiento de las matemadticas de es-
tudiantes para maestro de Educacién Primaria, aborddndolo desde la perspectiva
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sociocultural de la teoria de la comognicién. Especificamente, continuamos la
investigacién comenzada en Gonzdlez-Regana, Martin-Molina, Ferndndez-Leén,
Toscano-Barragdn y Gavildn-Izquierdo (2018) sobre la prctica matemitica de de-
finir, entendida dicha préctica como un proceso en el que se construyen definicio-
nes matematicas.

MARCO TEORICO

En este estudio, consideramos que definir es un proceso que comienza con la
descripcién de un objeto, sigue con la formulacién de definiciones preliminares y
termina con su definicién formal, elegida entre varias construidas (Martin-Molina,
Toscano, Gonzélez-Regana, Ferndndez-Leén y Gavilin-Izquierdo, 2018). Dado
que estamos de acuerdo con Rasmussen et al. (2005) en que las pricticas mate-
mdticas son prdcticas sociales o culturales, para estudiar la prictica de definir entre
estudiantes para maestro, hemos decidido adoptar una perspectiva sociocultural.
Dicha perspectiva es la teorfa de la comognicién propuesta por Sfard (2007, 2008),
que considera las matemdticas un tipo especial de discurso, y estudia su caracteri-
zacién y aprendizaje. Esta teorfa debe su nombre original a la consideracién con-
junta de los términos «communication» y «cognition», que se fusionan creando el
término «commognition». Para Sfard (2008), los discursos son vistos como formas
de comunicacidn, diferenciadas por sus objetos, los tipos de mediadores visuales
utilizados, y las reglas/normas que siguen los participantes. Como en nuestra in-
vestigacion estamos interesados en el conocimiento matemdtico de los estudian-
tes, analizamos su discurso utilizando esta perspectiva sociocultural. Describimos
a continuacién las principales caracteristicas de la teorfa de la comognicién sobre
las que nos apoyamos.

Sfard (2008) considera que existen cuatro propiedades o elementos de un dis-
curso que lo caracterizan particularmente como «matemdtico». Estos elementos
son el uso de palabras, los mediadores visuales, las narrativas y las rutinas. Por un
lado, el uso de palabras hace referencia tanto a palabras propias del vocabulario ma-
temdtico, como por ejemplo «rectingulo», como a palabras del lenguaje cotidiano
que se usan con un significado matemdtico, como por ejemplo «tumbado» (en el
sentido de prisma «oblicuo»). Los mediadores visuales son los objetos visibles que se
utilizan como parte de la comunicacién, como por ejemplo los diagramas, gréficos,
figuras o simbolos. Las narrativas son cualquier conjunto de expresiones habladas o
escritas que describen objetos y procesos, asi como relaciones entre estos. Las narra-
tivas estdn sujetas a consenso, modificacién o rechazo a tenor de las reglas o normas
que tenga definida la comunidad. Aquellas narrativas aceptadas por la comunidad
se llaman narrativas asumidas. Ejemplos de estas son las definiciones, las pruebas o
los teoremas. Por ultimo, las rutinas son patrones de comportamiento usados con
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regularidad y de una forma diferenciada por los participantes del discurso. Concre-
tamente, son regularidades que se observan, por ejemplo, en la manera de realizar
célculos, de definir objetos o de justificar afirmaciones. En particular, cuando a los
estudiantes se les pide definir un sélido geométrico, que den exclusivamente un
listado de propiedades del mismo.

La teorfa de la comognicién (Sfard, 2008) considera que la comunicacién hu-
mana es una actividad regulada por reglas y distingue dos tipos de reglas que go-
biernan los discursos, las reglas a nivel objeto y las reglas a nivel meta (meta-reglas).
Las reglas a nivel objeto son narrativas que informan sobre el comportamiento
regular de los objetos del discurso (por ejemplo, «la suma de los dngulos de un
tridngulo es de 180 grados») y las meta-reglas son patrones de comportamiento que
se observan en la actividad de los participantes del discurso cuando estos tratan de
producir, corroborar o justificar narrativas a nivel objeto (por ejemplo, la forma de
demostrar la proposicién «la suma de los dngulos de un tridngulo es de 180 gra-
dos»). Asi, las rutinas pueden verse como conjuntos de meta-reglas que describen
acciones que se repiten en el discurso.

En nuestra investigacién, analizamos el discurso de los estudiantes para maestro
de Educacién Primaria cuando construyen definiciones de cuerpos geométricos.
En particular, aqui presentamos el estudio relativo al uso de palabras y narrativas.
Como mencionaba Sfard (2008), el uso de palabras es una caracteristica discursiva
de suma importancia porque es la que nos informa sobre lo que el usuario puede
decir sobre (y por tanto ver en) el mundo. Por otro lado, también es fundamental
analizar en profundidad las narrativas que producen los estudiantes para asi ver qué
discurso matemdtico usan y entender cémo desarrollan las practicas matemadticas
propias de esta disciplina.

En resumen, este trabajo utiliza la teoria de la comognicién, y en concreto los
constructos uso de palabras y narrativas, para estudiar y explicar cémo los estudian-
tes para maestro desarrollan la prictica matemdtica de definir.

METODOLOGIA

PARTICIPANTES Y CONTEXTO

El estudio presentado en este capitulo es parte de otro mds amplio que trata de
caracterizar el discurso de estudiantes universitarios del Grado en Educacién Pri-
maria y del Méster en Educaciéon Secundaria y Bachillerato, Formacién Profesional
y Ensenanza de Idiomas (MAES) cuando construyen y seleccionan definiciones
matematicas.

Los participantes de la parte del estudio presentada en este capitulo fueron
estudiantes (en su mayorfa de 18-19 afios) matriculados en una asignatura del 1°
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curso del Grado en Educacién Primaria. Estos estudiantes trabajaban durante una
hora a la semana en grupos de tres a cinco estudiantes para resolver diversas tareas
o problemas matemdticos. Concretamente, en este estudio participaron volunta-
riamente 45 estudiantes distribuidos en 12 de estos grupos (que llamaremos G1,

.o G12).

INSTRUMENTO DE INVESTIGACION

Para caracterizar el proceso de definir de los estudiantes, elegimos estudiar
la construccién de definiciones de conceptos geométricos. Esta eleccién estuvo
motivada por el hecho de que la geometria es un campo matemadtico en el que
las definiciones juegan un papel muy importante. Nosotros escogimos la geome-
tria espacial como contexto de nuestra investigacién porque nuestra experiencia
como docentes nos indica que los estudiantes no estdn tan familiarizados con ella
como lo estdn con la geometria plana. Esto puede favorecer que surja un discurso
sobre cdmo construir definiciones matemadticas, en lugar de un mero recitado
memoristico. Ademds, esperdbamos que esto produjese un discurso matematico,
que caracterizarfamos mediante las herramientas del marco comognitivo (Sfard,

2008).

Teniendo en cuenta todos estos aspectos, disenamos un instrumento en el que
incluimos preguntas abiertas que promovieran la aparicién de las mencionadas
herramientas (Martin-Molina, Gonzédlez-Regana, Toscano y Gavildn-Izquierdo,
2018). Este instrumento fue una adaptacion de trabajos anteriores en geometria
plana (Gavildn-Izquierdo, Sdnchez-Matamoros y Escudero, 2014; Sinchez y Gar-
cia, 2014), que a su vez estaban basados en Gavildn, Ariza, Barroso y Sdnchez
(2002). Dicho instrumento tiene dos partes, la primera que tiene como objetivo
estudiar cémo los estudiantes universitarios construyen definiciones de cuerpos
geométricos y la segunda que tiene como objetivo indagar cémo los estudiantes
seleccionan una definicién matemdtica entre varias disponibles.

En este capitulo nos centramos en la primera parte del instrumento. Tenien-
do en cuenta cémo hemos considerado el proceso de definir, esta primera parte
incluye algunas preguntas relacionadas con la identificacién y descripcién de las
propiedades de cuerpos geométricos y otras relacionadas con la propia definicién.
En el instrumento aparecen imdgenes de tres poliedros disefiadas con el software
dindmico GeoGebra: un cubo; un prisma cuadrangular, oblicuo y convexo; y un
prisma cuadrangular, oblicuo y céncavo (ver Figura 1). Elegimos estos tres cuerpos
geométricos porque los tres tienen algunas propiedades en comun (son prismas
cuadrangulares) y otras que los diferencian (el primero es el Gnico poliedro regular
y también es el tnico poliedro recto; el segundo es el tnico poliedro convexo y
oblicuo a la vez; y el tercero es el Gnico céncavo).
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A continuacién de las imdgenes, aparecen en el instrumento nueve pregun-
tas relacionadas con la préctica de definir cuerpos geométricos. En ellas, usamos
los términos «propiedades» y «caracteristicas» como sinénimos, debido a que no
sabemos con cudl de ellos los estudiantes estdn familiarizados. Algunas de esas
preguntas son:

* Pregunta 1. En los 3 cuerpos anteriores se pueden identificar elementos
bésicos como caras, vértices, aristas, etc. ;Qué propiedades o caracteristicas
relativas a esos elementos observdis en cada uno de estos cuerpos?

* Pregunta 2. De las propiedades o caracteristicas anteriores, ;podéis identi-
ficar, si es posible, aquellas que son comunes solo a dos de los tres cuerpos?

* Pregunta 5. Definid cada uno de los cuerpos.

* Pregunta 8. ;Podriais dar una definicién que sirva para dos de los cuerpos

dados? ;Y para 3?

Figura 1. Representacién de los cuerpos geométricos
que aparecian en el instrumento

RECOGIDA DE DATOS

A cada uno de los 12 grupos de estudiantes se les dio una copia en papel del ins-
trumento de investigacion y se les pidié que verbalizasen sus respuestas lo mdximo
posible. Cuando se produjo la recogida de datos, los estudiantes ya habian recibido
instruccién sobre geometria plana pero no sobre geometria espacial.

Los datos de este estudio son: las grabaciones en audio de los 12 grupos mien-
tras responden a las preguntas planteadas en el instrumento; las transcripciones de
dichas grabaciones, las cuales nos permiten acceder a la discusién y negociacién
entre los estudiantes; y las respuestas escritas, que son importantes porque recogen
el consenso del grupo.
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ANALISIS

Una vez transcritas las grabaciones en audio de los doce grupos, realizamos
el andlisis en dos fases. En la primera fase identificamos el uso de palabras y las
narrativas que aparecian en las transcripciones y en las respuestas escritas de los
estudiantes, que nos aportaron informacién sobre el proceso de definir. Para ello,
cada investigador realiz6 individualmente dicha identificacién, que posteriormente
se contrast6 con un segundo investigador y finalmente fue validada por el equipo
investigador al completo. Las propiedades del discurso (uso de palabras y narra-
tivas) identificadas por todos fueron aceptadas, y aquellas en las que inicialmente
habia desacuerdo fueron discutidas por el grupo de investigadores con el fin de ser
aceptadas o rechazadas.

En la segunda fase del andlisis, siguiendo un método inductivo, clasificamos to-
das las narrativas y las palabras matemdticas identificadas y aceptadas por el grupo.
Esto se hizo con el objetivo de caracterizar el proceso de definir.

A continuacién, mostramos como llevamos a cabo el proceso de andlisis. Para
ello presentamos un extracto de las respuestas de la pregunta 5 del grupo G7 (de
estudiantes Al, A2, A3, A4). En la primera fase del andlisis, se sefial6 el uso de
palabras en negrita y las narrativas en cursiva:

207. A2: si hablamos de prismas, es un prisma hexagonal, pero...
208. A4: yala hemos definido antes, en... [en referencia a la pregunta 1].
209. A3: No, hemos dicho qué es lo que tiene.

210. A4: Eah, las caracteristicas. Claro, que es un cubo con estas caracteristi-
cas. ..

211. Al: Profesora, jen el 5 qué hay que poner? [en referencia a la pregunta 5]

. Profesora (P): mi pregunta a vosotros es: ;qué considerdis que es una
212. Profesora (P): mi pregunt t q nsid q
definicién? ;Decir cudles son las caracteristicas? ;Decir el nombre? ;Qué?

213. Al: el nombre y... las caracteristicas. .. es la definicion.
214. P: eso es lo que yo os pregunto a vosotros.
215. A2:yo creo que si...

216. P: Entonces, habladlo entre vosotros y, lo que deciddis, es lo que debéis
escribir.

217. A3: tiene que ser una definicion que sea solamente para ese.
218. Al: primero, vamos a ver: es un cuerpo geométrico. |...]
219. A4: primero el nombre.

220. A3: un cubo, ;no?

221. Al:si
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222. A3: un cubo es... un cuerpo geométrico. ..

223. A2: que son todos prismas, porque estdn formados de varios poligonos.
224. A4: poligonos de 6 caras.

225. A3: de 6 caras. .. iguales.

226. A2: de base cuadrangular.

En la segunda fase, se clasificaron las palabras (senaladas en negrita) encontra-
das en el extracto anterior seglin para qué fuesen usadas: para etiquetar (prisma,
prisma hexagonal, cubo, cuerpo geométrico), o para describir cuerpos geométri-
cos o sus elementos (formados de varios poligonos, de 6 caras, caras iguales, base
cuadrangular). También se distinguié cémo los estudiantes usaron las palabras en
su discurso matemdtico: de forma correcta (todas las palabras senaladas en negrita
excepto prisma hexagonal), y de forma incorrecta (prisma hexagonal).

Asimismo, las narrativas fueron clasificadas en categorias segin las similitudes y
diferencias que presentaban. En la seccién de resultados presentamos todas las ca-
tegorias que han emergido (Tabla 1). En el extracto anterior aparecen las categorias
N2 (lineas 207, 210, 218, 220, 222, 223), N3 (lineas 223-226), N4a (lineas 213,
219), N4c (linea 217) y N5a (lineas 222-220).

RESULTADOS

Mostramos a continuacién los resultados del andlisis del uso de palabras y las
narrativas identificadas en el discurso matemdtico de los estudiantes de los doce
grupos considerados.

Uso DE PALABRAS

Identificamos primero qué palabras aparecian y después las clasificamos segtin
su uso. Concretamente, hacemos referencia a «para qué» se usan y «cémo» se usan.

Con respecto a «para qué» se usan, hemos identificado dos usos diferentes: para
etiquetar un cuerpo o sus elementos, y para describir un cuerpo o sus elementos.
En el primer caso, algunos ejemplos de etiquetas encontradas en el discurso de los
estudiantes son: cubo, prisma, cuadrildtero, lados, diagonales, vértices, dngulos,
caras, bases, convexo, concavo. En el segundo caso, hemos encontrado, entre otras,
las siguientes palabras para describir un cuerpo o sus elementos: no consecutivos
(referida a vértices); recto, poliédrico, agudo, obtuso, diedros (referidas a dngulos);
iguales, simétricas o semejantes (referidas a caras); cuadrangulares (referida a ba-
ses); regular o irregular, oblicuo, tumbado, ladeado, recto, rectangular, cuadrado,
cdncavo y convexo, planos, tridimensionales (referidas a cuerpos).

Con respecto a «cémo» los estudiantes usan palabras en su discurso matema-
tico, hemos distinguido tres categorifas diferentes: los estudiantes usan palabras
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matemdticas de forma correcta, los estudiantes usan palabras matemdticas de for-
ma errénea y, por ultimo, usan palabras coloquiales con significado matemadtico. A
continuacién, mostramos un ejemplo representativo de cada una de ellas:

*  Usan palabras matemdticas de forma correcta. Un ejemplo de esta categoria
son las palabras cubo y prisma encontradas en el discurso del grupo G8:

2. Al: el primero es un cubo ;no?, y el otro ;cémo se llamaba? Prisma,
sc6mo se llamaba?

3. A3: prismas, son todos prismas.

e Usan palabras matemdticas de forma errénea. Un ejemplo de esta categoria
son las palabras céncavo y convexo identificadas en el discurso del grupo G7:

138. Al: [...] céncavo era cuando tienen todos los lados y los dngulos igua-
les, convexos cuando no son iguales.

*  Usan palabras coloquiales con significado matemdtico. Como ejemplo mos-
tramos una narrativa encontrada en el discurso del grupo G2 en la que apa-
rece la palabra «daleado» (vulgarismo andaluz para ladeado):

71. A3: Yo creo que el cuerpo 2 es un prisma que tiene su base cuadrada,
aunque esté asi un poquillo daleado sigue siendo un prisma [...].

En relacién con el uso de palabras matemdticas, consideramos que los estudian-
tes las usan con dos objetivos diferentes (para etiquetar y describir) y que las usan
de tres formas distintas (de forma correcta, errénea y coloquial). Las categorias de
esta clasificacion no son excluyentes, es decir, puede haber palabras que en ocasio-
nes se usen de forma correcta y en otras de forma errénea. Asimismo, una palabra
que se haya usado para etiquetar puede ser correcta, errénea o ser una palabra
coloquial usada con significado matemadtico.

Ademds, hemos identificado diferencias en cémo los estudiantes etiquetan o
describen cuerpos dependiendo del grado de familiaridad que tengan con ellos
(habitualmente los estudiantes estdn mds familiarizados con los prototipicos). Por
un lado, los estudiantes presentan un vocabulario mds amplio, que usan de forma
correcta, cuando estdn familiarizados con los cuerpos. Por otro lado, los estudian-
tes presentan deficiencias en su conocimiento de palabras matemdticas asociadas
a los cuerpos que les son menos familiares, como se manifiesta con el uso erréneo
de palabras (confundir concavo con regular) y en el recurrir a palabras coloquiales
(tumbado o daleado con el significado matemdtico de oblicuo).

NARRATIVAS

Una vez identificadas todas las narrativas del discurso matematico de los estu-
diantes, fueron clasificadas en seis categorias (N1, N2, N3, N4, N5 y N6), con la
cuarta y la quinta divididas en tres subcategorias cada una (N4a, N4b y N4c; N5a,
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N5b y N5c). Presentamos a continuacién cada una de ellas, junto con ejemplos
representativos.

NI1. Narrativas que recogen una definicion de un elemento del cuerpo geométrico.
En este tipo de narrativas, los estudiantes definen explicitamente un elemento o
propiedad matemadticos. Por ejemplo, en el grupo G12 se definen aristas:

66. Al: ;Aristas?... ;Qué es?

67. A4: Aristas son lo que unen un vértice, las lineas...1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
10, 11y 12.

N2. Narrativas en las que se etiquetan cuerpos geométricos o sus elementos. Se usan

para asignarle un nombre a un cuerpo geométrico o un elemento del mismo. Por
ejemplo, en el grupo G5 los estudiantes etiquetan los cuerpos geométricos:

167. A2: un prisma rectangular.
167. A4:y el otro es un cuerpo irregular.

N3. Narrativas en las que se describen propiedades de los cuerpos. Estas propieda-
des pueden ser numeéricas (los estudiantes cuantifican el nimero de caras, vértices,
etc.) o cualitativas (el dngulo es recto, las caras son iguales dos a dos, las caras son
simétricas, etc.). Mostramos a continuacién un ejemplo representativo del G1 en
el que aparecen propiedades de los dos tipos:

9. Al: Que tiene 6 caras...
10. A2: Si.
11. Al: Son iguales...

12. A4: La forma de sus caras son cuadrildteros regulares, cuadrados. Sus vér-
tices son todos iguales, sus lados y sus dngulos también son todos iguales.

13. Al: Tiene 8 vértices...

N4. Narrativas sobre qué significa definir. En esta categoria se recogen aquellas
narrativas en las que aparece explicitamente qué entienden los estudiantes por defi-
nir. Distinguimos tres subcategorias dependiendo de qué estructura pensaban que
debia tener la definicién.

N4a. Definir es decir el nombre y las caracteristicas. Un protocolo representativo
de esta subcategoria podemos encontrarlo en el extracto incluido en la subseccién
de andlisis. En particular, en la linea 213, cuando el grupo G7 responde a la pre-
gunta «Definid cada uno de los cuerpos».

N4b. Definir es explicitar solo las caracteristicas. A diferencia de la subcategoria
anterior, en esta los estudiantes no consideran necesario incluir un nombre cuando
definen un cuerpo. A continuacién, mostramos un ejemplo representativo identi-
ficado en el grupo G2:

98. A2: Pues yo lo definiria con las caracteristicas que tenfa en la primera pre-

gunta. La primera pregunta te pide las caracteristicas de eso, eah, pues las
mismas caracteristicas es lo que define la figura [...].
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N4c. Narrativas en las que se discute si las definiciones pueden dar lugar a clasifi-
caciones inclusivas o exclusivas. Este tipo de narrativas surge principalmente en dos
momentos: cuando los estudiantes cuestionan el alcance de las definiciones que
han construido para los otros cuerpos o cuando se les pide que construyan defi-
niciones validas para mds de un cuerpo. A continuacién, se muestra un ejemplo
representativo del grupo G2 donde se pueden apreciar este tipo de narrativas:

134. A3: Es que lo que pasa es como con los tridngulos y los rombos y todo
eso, que dentro del rombo estdn también los cuadrados. Pues a lo mejor
dentro de la definicién de este cabe este, pero no tiene por qué.

N5. Narrativas en las que se define un cuerpo geométrico. En esta categoria se
recogen aquellas narrativas en las que los estudiantes definen un cuerpo geométri-
co. Distinguimos tres subcategorias dependiendo de qué estructura presenta dicha
definicién.

N5a. Narrativas en las que se define un cuerpo geométrico mediante una etiqueta y
caracteristicas. En estas narrativas, los estudiantes construyen definiciones mediante
el uso de etiquetas (cubo, prisma, etc.) y caracteristicas (tiene 6 caras, es recto, estd
tumbado, etc.). Incluimos a continuacién un protocolo representativo del grupo

Gl:
156. A3: Bueno es un prisma irregular cuyas dos bases son figuras irregulares.
157. Al: Claro, y las caras laterales son también recténgulos.

. Narrativas en las que se define un cuerpo geométrico mediante solo una eti-
N5b. Narrativas en la d 7 diante solo una et
queta. En estas narrativas las definiciones de los cuerpos geométricos estin forma-
das por una etiqueta, sin una descripcién de las caracteristicas del cuerpo, como se
puede ver en el siguiente protocolo del grupo G4:

44. A4: [...] En la pregunta 6, al cuerpo 1 le podriamos dar la definicién de

cubo, el cuerpo 2 prisma rectangular y el cuerpo 3 es un prisma irregular.

Esta categoria de narrativas se vuelve a identificar en la respuesta escrita del

grupo G4 a la pregunta 6:

6.- ¢ Podriais dar otra definicidn de cada uno de los cuerpos? i

CUERPO 1: W\ 0.
CUERPO 2: o6 SULLL eeclewgfe T
CUERPO3: &5 LWL riSUG. I TTgukst.

Figura 2. Respuesta escrita a la pregunta 6 del grupo G4
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N5c. Narrativas en las que se define un cuerpo geométrico mediante solo caracteris-
ticas. En estas narrativas, las definiciones estin formadas, en contraposicién con las
anteriores, solo por una descripcién de las caracteristicas del cuerpo. Presentamos a
continuacién dos protocolos representativos, el primero del grupo G4:

44. A4: la definicién para el cuerpo 1 es que todas las caras son iguales, cuadra-
dos, el cuerpo 2 tiene 4 caras rectangulares y las dos bases son rectdngulos
y el cuerpo 3 tiene cuatro caras rectangulares y dos bases que son poligonos
irregulares. Todos los cuerpos tienen 6 caras, 12 aristas y 8 vértices. [...]

Y el segundo protocolo correspondiente al grupo G5:
415. Al: ;cudl es la segunda definicién?

416. A4:lade las aristas, los vértices, las caras...el cuerpo 1 tiene hemos dicho
8 vértices, 12 aristas.

417. Al: por 6 caras iguales.
N6. Narrativas en las que se describen relaciones entre propiedades. En algunas
ocasiones los estudiantes enuncian sencillas proposiciones en las que unas propie-

dades de los cuerpos se deducen de otras. Un ejemplo representativo lo encontra-
mos en la linea 107 del grupo G9:

107. A4: Si tiene 6 lados, tiene 12 aristas.

A continuacién, resumimos en una tabla las categorfas de narrativas identifica-
das y los grupos en las que aparecen:

Tabla 1. Categorias de narrativas identificadas en el discurso
de los grupos de estudiantes

NARRATIVAS GRUPOS
N1. Narrativas que recogen una definicién de un elemento del ~ G1, G6, G7, G9,
cuerpo geométrico Gl11, G12

N2. Narrativas en las que se etiquetan cuerpos geométricos o sus G1-G12 (todos)
elementos

N3. Narrativas en las que se describen propiedades de los G1-G12 (todos)
cuerpos
N4 N4a. Definir es decir el nombre y las caracteristicas G7
T N4b. Definir es explicitar solo las caracteristicas G2, G3, G5, G6,

Narrativas Gl11

b 7
SOPTE AU Ni4e. Narrativas en las que se discute si las G2, G5, G7
significa o . .
definir definiciones pueden dar lugar a clasificaciones

inclusivas o exclusivas
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NARRATIVAS GRUPOS
N5a. Narrativas en las que se define un cuerpo G1, G2, G3, G5, Go,
E:r.rativas geométrico mediante una etiqueta y caracteristicas  G7, G8, G9, G10,
en las que . Gl G2
s define N5b. Narrativas en las que se define un cuerpo G3, G4, G5, G8, GY,
un cuerpo geométrico mediante solo una etiqueta Gl12
geométrico N5c. Narrativas en las que se define un cuerpo G2, G4, G5, G6, G8,
geométrico mediante solo caracteristicas G9, G10
N6. Narrativas en las que se describen relaciones entre G8, GY
propiedades

En base a estos primeros resultados, hemos identificado la existencia de seis
categorias de narrativas, cinco a nivel objeto (que informan sobre el comporta-
miento regular de los objetos) y una a nivel meta (que informa sobre cémo produ-
cir las narrativas de nivel objeto). Concretamente, las tres primeras categorias de
narrativas (N1, N2 y N3) son de nivel objeto porque recogen la definicién de un
elemento de los cuerpos, etiquetan cuerpos o sus elementos y describen las propie-
dades o caracteristicas de los cuerpos. La cuarta categoria de narrativas (N4) es de
nivel meta porque incluye las narrativas en las que los estudiantes dialogan sobre
qué significa definir en matemadticas. La categoria de narrativas N5 también es de
nivel objeto porque recoge las narrativas en las que se define un cuerpo geométri-
co. Finalmente, la categoria de narrativas N6, que incluye narrativas en las que se
relacionan unas propiedades de los cuerpos con otras, se considera de nivel objeto
(aunque sea ligeramente distinta de las tres primeras) porque recoge informacién
sobre los objetos en si, no sobre cémo los estudiantes producen y justifican dicha
produccién de narrativas.

Estas seis categorias de narrativas no estdn presentes de igual forma en los doce
grupos analizados. Las tres primeras categorias de narrativas, que estdn relacionadas
entre si, surgen por las primeras preguntas del instrumento de investigacién, en las
que se pide a los estudiantes que describan los cuerpos. En particular, las categorias
de narrativas N2 y N3, en las que los estudiantes etiquetan o describen los cuerpos
geométricos o sus elementos, estdn presentes en todos los grupos. Este resultado
era esperado porque, como ya hemos mencionado, el instrumento de investigacién
recogfa varias preguntas sobre la descripcion de los cuerpos y sus elementos. Lo in-
esperado fue que muchos estudiantes decidieron etiquetar los cuerpos geométricos
o sus elementos (categoria de narrativas N2) en preguntas relativas a la descripcién
de los elementos de los cuerpos geométricos. La categoria de narrativas N1 aparece
en menos de la mitad de los grupos y su aparicién estd motivada por la necesidad
de los estudiantes de definir algtin elemento (como arista o vértice) antes de des-
cribir sus propiedades.
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La tnica de las seis categorias con narrativas a nivel meta (N4) estd presente en
el discurso de menos de la mitad de los grupos de estudiantes, a pesar de que habia
en el instrumento varias preguntas en las que los estudiantes tenfan que construir
una definicién de un cuerpo geométrico. Como esperdbamos por el diseno del ins-
trumento, la categoria de narrativas N5 aparece en todos los grupos. Lo que resulta
relevante aqui es qué subcategorias aparecen (N5a, N5b o N5c¢) en el discurso de
cada grupo y el contraste con las subcategorias de narrativas N4 (N4a, N4b, N4c).
Por ejemplo, es llamativo que solo un grupo (G7) usé narrativas explicitas en las
que se recogia que una definicién debe incluir un nombre y unas caracteristicas,
pero esta fue la estructura de la definicién més utilizada por todos los grupos (todos
menos G4 construyeron sus definiciones de esta forma). También es de destacar
que solo tres de los grupos (G1, G7 y G11) usaron siempre narrativas de la sub-
categorfa N5a (y no de N5b, o N5¢), en las que una definicién incluye nombre y
caracteristicas. Los otros nueve grupos usaron mds de una estructura diferente en
sus definiciones. De hecho, tres de esos nueve grupos (G5, G8 y G9) enunciaron
definiciones de los cuerpos geométricos de las tres maneras distintas identificadas,

es decir, usando narrativas del tipo N5a, N5b y N5c.

Los resultados obtenidos nos permiten sefalar una falta de homogeneidad en la
forma en la que definen los distintos grupos de estudiantes. Igualmente se puede
observar que todos los grupos, en algiin momento, dan una definicién en la que
aparece una etiqueta del cuerpo a definir.

La categoria de narrativas N6 tnicamente ha sido identificada en dos grupos
(G8 y G9), que la usaron para deducir unas propiedades de otras (por ejemplo,
que «caras iguales implica que las aristas son iguales»). Es interesante el hecho de
que estos dos grupos en ningin momento discutieron sobre qué significa definir.

CONCLUSIONES

En este capitulo hemos presentado los resultados de nuestro anilisis del dis-
curso de estudiantes para maestro de Educacién Primaria cuando construyen de-
finiciones matemdticas de cuerpos geométricos. Hemos utilizado la teoria de la
comognicion de Sfard (2008) para caracterizar dicho discurso mediante la identi-
ficacién del uso que hacen los estudiantes de las palabras (tanto matemdticas como
coloquiales con significado matemadtico) y de qué tipos de narrativas utilizan.

Los resultados encontrados nos proporcionan indicadores sobre el discurso ma-
temdtico de los estudiantes del grupo y las dificultades que tienen. Por una parte,
el uso de palabras erréneas o de palabras coloquiales usadas con significado ma-
temdtico nos indica carencias en el vocabulario matemdtico de todos los grupos.
Por otra parte, la identificacion de categorfas de narrativas a nivel objeto y a nivel
meta nos ha ayudado a caracterizar cémo definen los estudiantes. Por ejemplo, los
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estudiantes de algunos grupos manifiestan la necesidad de definir los elementos
de los cuerpos antes de usarlos para describir los cuerpos, lo que deducimos de la
presencia de la categoria de narrativas N1. Otros grupos parecian no tener claro
qué significaba definir, lo que se pone de manifiesto en la aparicién de la categoria
de narrativas N4. Estas narrativas también muestran que los estudiantes no cono-
cen algunos de los requisitos mayoritariamente aceptados de una definicién, que
segin Borasi (1991) son «precision en terminologia», «aislamiento del concepto,
«esencialidad», «no contradiccién» y «no circularidad» y segiin Zaslavsky y Shir
(2005) son «jerarquia», «no ambigiiedad», «no contradiccién», «no circularidad»,
«invariancia» y «minimalidad».

También se puede apreciar una falta de homogeneidad en la manera de definir
de los distintos grupos (existencia de diferentes subcategorias de N5). Asimismo,
los resultados ponen de manifiesto que todos los grupos de estudiantes formulan
una definicién en la que aparece una etiqueta del cuerpo a la hora de definirlo.
Estos indicadores nos llevan a concluir que no parece que los grupos de estudiantes
compartan un patrén claro a la hora de definir, lo que puede estar causado por
una falta de formacion en esta practica matemdtica. De hecho, Alvarado Monroy y
Gonzilez Astudillo (2016) achacan a la falta de una formacién adecuada el hecho
de que los estudiantes manejen «conceptos de manera elemental» (p. 539) y ma-
nipulen «definiciones formales aun cuando no han desarrollado la habilidad para
construirlas» (p. 539). Estos autores pudieron comprobar que, como consecuencia,
los estudiantes solo construyeron unas pocas definiciones que eran formalmente
correctas.

Los resultados de este capitulo también muestran que algunos grupos parecen
confundir la descripcién de un cuerpo con su definicién matemdtica, lo que puede
mostrar la falta de un discurso adecuado. Este hecho se relaciona directamente con
el requisito de esencialidad de una definicién, que segtin Borasi (1991) implica que
las definiciones deben incluir solo los términos o propiedades que son estrictamen-
te necesarios para distinguir el concepto en cuestién de otros. Serfa interesante pro-
fundizar en si esta confusién entre describir y definir puede ser una manifestacién
de la existencia de dos discursos diferenciados dentro del discurso matemdtico. La
adopcién por parte de los estudiantes de un discurso adecuado es algo muy impor-
tante porque, desde nuestra perspectiva sociocultural, su aprendizaje es un cambio
hacia el discurso matemdtico propio de la comunidad de matemdticos. Una posible
manera de ayudar a los estudiantes a transitar desde el discurso de describir al de
definir podria ser gracias a la interaccién producida durante el trabajo en grupo,
que Alvarado Monroy y Gonzélez Astudillo (2016) afirman tiene varias fortalezas.

Por otra parte, como se pone de relieve en el trabajo de Ouvrier-Buffet (2000),

las «proof-generated definitions» se originan mediante el proceso de prueba a partir
del potencial de desarrollo de las «zero-definitions». En este sentido, durante el
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desarrollo de la prueba, las «zero-definitions» podrian evolucionar o no hasta con-
vertirse en «proof-generated definitions». En nuestro estudio, tratamos de ampliar
esta visién y aportar otras perspectivas al proceso de evolucién de las «zero-defini-
tions». Para nosotros, el proceso de descripcion de los cuerpos (con el que da inicio
el instrumento) es el que hard que emerjan ciertas «zero-definitions», que luego
deberdn ser sometidas a un proceso de refinamiento a través de la comparacion y la
seleccién. De este modo, la evolucién de una definicién en principio mds primitiva
(«zero-definition») podria desarrollarse a partir no solo de un proceso de prueba,
sino también de otros relacionados con la descripcién de los cuerpos geométricos
o la comparacién y seleccién de definiciones.

Nuestros resultados muestran algunas diferencias con respecto a los obtenidos
en geometria 2D por Gavildn-Izquierdo et al. (2014). En particular, en el discurso
de los estudiantes sobre los cuerpos geométricos, han aparecido narrativas en las
cuales se recogen propiedades cuantitativas y otras en las que se definen los elemen-
tos de dichos cuerpos. Ambos tipos de narrativas estaban ausentes del discurso de
los estudiantes cuando definfan cuadrildteros, quizds porque los estudiantes estin
mds familiarizados con la geometria 2Dy, por tanto, no parecen sentir la necesidad
de explicitar el nimero de lados, vértices y otros elementos que componen cada
figura, o de definir dichos elementos.

Una posible linea futura de trabajo serfa considerar el papel de los mediadores
visuales (Sfard, 2008) en la construccién de las definiciones por parte de los estu-
diantes. Para ello serfa conveniente tener en cuenta los trabajos de Vinner (1991)
sobre la imagen y definicién de un concepto, asi como las relaciones que se esta-
blecen entre ellas.

Finalmente, nos gustarifa sefialar que la investigacién presentada en este capitu-
lo se complementa con el estudio de las rutinas que describen el patrén de compor-
tamiento de los estudiantes cuando construyen definiciones (Martin-Molina, Tos-
cano et al., 2018). De hecho, los resultados de este capitulo fueron fundamentales
para la identificacién de rutinas porque las narrativas permiten inferir rutinas. La
integracién de ambos trabajos da una visidn global del discurso de los estudiantes
cuando construyen definiciones matemdticas y podria ayudarnos a identificar y
caracterizar las distintas etapas del proceso de definir desarrollado por estudiantes
universitarios.

RECONOCIMIENTOS

Este trabajo se ha realizado con la Ayuda IV.4 del VI Plan Propio de Investiga-
cién y Transferencia de la Universidad de Sevilla.



COMO CONSTRUYEN DEFINICIONES MATEMATICAS LOS ESTUDIANTES PARA MAESTRO 153

REFERENCIAS

Alvarado Monroy, A. y Gonzdlez Astudillo, M. T. (2016). Construccién social de los pro-
cesos de definir y demostrar. Educacao matemdtica pesquisa, 18(2), 527-549.

Borasi, R. (1991). Learning mathematics through inquiry. Portsmouth, NH: Heinemann
Educational Books, Ins.

Conference Board of the Mathematical Sciences (2001). 7he mathematical education of
teachers. Washington, DC: Mathematical Association of America.

Conference Board of the Mathematical Sciences (2012). 7he mathematical education of
teachers I1. Providence, RI & Washington, DC: American Mathematical Society &
Mathematical Association of America.

Cooper, J. (2014). Mathematical discourse for teaching: A discursive framework for
analyzing professional development. En C. Nicol, P. Liljedahl, S. Oesterle y D. Allan
(Eds.), Proceedings of the Joint Meeting of PME 38 and PME-NA 36 (Vol. 2, pp. 337-
344). Vancouver: PME.

Escudero, 1., Gavildn, J. M. y Sdnchez-Matamoros, G. (2014). Una aproximacién a los
cambios en el discurso matemdtico generados en el proceso de definir. Revista Latinoa-
mericana de Investigacion en Matematica Educativa, 17(1), 7-32.

Freudenthal, H. (1973). Mathematics as an educational task. Dordrecht: Reidel.

Gavildn, J. M., Ariza, A., Barroso, R. y Sdnchez, A. (2002). Laboratorio virtual de ma-
temdticas II. En J. M. Mesa, R. ]J. Castafieda y L. M. Villar (Eds.), La Universidad de
Sevilla y la innovacién docente, curso 2001-2002 (Vol. 1, pp. 77-85). Sevilla: Instituto de
Ciencias de la Educacién de la Universidad de Sevilla.

Gavildn-Izquierdo, J. M., Sdnchez-Matamoros, G. y Escudero, 1. (2014). Aprender a de-
finir en matemdticas: Estudio desde una perspectiva sociocultural. Enserianza de las
Ciencias: Revista de investigacion y experiencias diddcticas, 32(3), 529-550.

Gonzélez-Regafa, A., Martin-Molina, V., Ferndndez-Ledn, A., Toscano-Barragén, R. y
Gavildn-Izquierdo, J. M. (2018). Aspectos del discurso de estudiantes universitarios
cuando construyen definiciones matemadticas. En Libro de Actas del VIII Congreso Ihe-
roamericano de Educacion Matemdtica (CIBEM) (Vol. 8, pp. 77-85). Jaén: Federacién
Espanola de Sociedades de Profesores de Matemdticas.

Krauss, S. y Blum, W. (2012). The conceptualisation and measurement of pedagogical
content knowledge and content knowledge in the COACTIV study and their impact
on student learning. Journal of Education, 56, 45-66.

Lakatos, 1. (1976). Proofs and refutations: The logic of mathematical discovery. Cambridge,
UK: Cambridge University Press.

Lave, J. y Wenger, E. (1991). Situated learning: Legitimate peripheral participation. Cam-
bridge, UK: Cambridge University Press.

Lerman, S. (2001). Cultural, discursive psychology: A sociocultural approach to studying
the teaching and learning of mathematics. Educational Studies in Mathematics, 46(1-3),
87-113.



1S4 J.M. GAVIL/\N-IZQUIERDO, V. MARTIN-MOLINA, A.J. GONZALEZ-REGAI(IA, R. TOSCANO Y A. FERNANDEZ-LEON

Llinares, S. (2008). Agendas de investigacién en educacién matemdtica en Espafna: Una
aproximacién desde «ISI-web of knowledge» y ERIH. En R. Luengo, B. Gémez, M.
Camacho y L. Blanco (Eds.), Investigacién en educacion matemdtica XII (pp. 25-54).
Badajoz: Sociedad Espafola de Investigacién en Educacién Matemdtica.

Mariotti, M. A. y Fischbein, E. (1997). Defining in classroom activities. Educational
Studies in Mathematics, 34(3), 219-248.

Martin-Molina, V., Gonzélez-Regana, A. J., Toscano, R. y Gavildn-Izquierdo, J. M. (2018).
The design and implementation of a research instrument about students’ discourse on
the mathematical practice of defining. Enviado para su publicacién.

Martin-Molina, V., Toscano, R., Gonzdlez-Regafa, A. J., Ferndndez-Ledn, A. y Gavildn-Iz-
quierdo, J. M. (2018). Analysis of the mathematical discourse of university students
when describing and defining geometrical figures. En E. Bergqvist, M. Osterholm, C.
Granberg y L. Sumpter (Eds.), Proceedings of the 42nd Annual Meeting of the Interna-
tional Group for the Psychology of Mathematics Education (Vol. 3, pp. 355-362). Umei:
PME.

Nardi, E., Ryve, A., Stadler, E. y Viirman, O. (2014). Commognitive analyses of the lear-
ning and teaching of mathematics at university level: The case of discursive shifts in the
study of calculus. Research in Mathematics Education, 16(2), 182-198.

Ouvrier-Buffet, C. (2006). Exploring mathematical definition construction processes.
Educational Studies in Mathematics, 63(3), 259-282.

Presmeg, N. (2016). Commognition as a lens for research. Educational Studies in Mathe-
matics, 91(3), 423-430.

Rasmussen, C., Zandieh, M., King, K. y Teppo, A. (2005). Advancing mathematical
activity: A practice-oriented view of advanced mathematical thinking. Mathematical

Thinking and Learning, 7(1), 51-73.

Sénchez, V. y Garcia, M. (2008). What to teach and how to teach it: Dilemmas in primary
mathematics teacher education. En B. Jaworski y T. Wood (Eds.), nternational Hand-
book of Mathematics Teacher Education. Volume 4: The mathematics teacher educator as a
developing professional (pp. 281-297). Rotterdam: Sense Publishers.

Sénchez, V. y Garcfa, M. (2014). Socio-mathematical and mathematical norms related to
definition in pre-service primary teachers” discourse. Educational Studies in Mathema-
tics, 85(2), 305-320.

Sfard, A. (2007). When the rules of discourse change, but nobody tells you: Making sen-
se of mathematics learning from a commognitive standpoint. Journal of the Learning
Sciences, 16(4), 565-613.

Stard, A. (2008). Thinking as communicating: Human development, the growth of discourses
and mathematizing. Cambridge, UK: Cambridge University Press.

Shulman, L. S. (1986). Those who understand: Knowledge growth in teaching. Educatio-
nal Research, 15(2), 4-14.

Shulman, L. S. (1987). Knowledge and teaching: Foundations of the new reform. Harvard
Educational Review, 57(1), 1-22.



COMO CONSTRUYEN DEFINICIONES MATEMATICAS LOS ESTUDIANTES PARA MAESTRO 155

Tabach, M. y Nachlieli, T. (2015). Classroom engagement towards using definitions for
developing mathematical objects: The case of function. Educational Studies in Mathe-
matics, 90(2), 163-187.

Thompson, P. W, Carlson, M. P. y Silverman, J. (2007). The design of tasks in support
of teachers’ development of coherent mathematical meanings. Journal of Mathematics
Teacher Education, 10(4-6), 415-432.

Vinner, S. (1991). The role of definitions in the teaching and learning of mathematics.
En D. Tall (Ed.), Advanced Mathematical Thinking (pp. 65-81). Dordrecht: Kluwer

Academic Press.

Wasserman, N. (2018). Knowledge of nonlocal mathematics for teaching. Journal of
Mathematical Behavior, 49(1), 116-128.

Zaslavsky, O. y Shir, K. (2005). Students’ conceptions of a mathematical definition. Journal
for Research in Mathematics Education, 36(4), 317-347.






ESTRUCTURANDO LA FORMACION INICIAL
DE PROFESORES DE MATEMATICAS:
UNA PROPUESTA DESDE EL MODELO MTSK

STRUCTURING MATHEMATICS TEACHER EDUCATION:
A PROPOSAL FRAMED BY THE MTSK MODEL

MontEs, M.!, CARRILLO, ].!, CONTRERAS, L. C.!, LINAN-GaRcia, M. M.%3,
Y BARRERA-CASTARNADO, V. ].>?

YUniversidad de Huelva; * Universidad de Sevilla;
3Centro de Estudios Universitarios Cardenal Spinola CEU

RESUMEN

En este capitulo abordamos c6mo el modelo de Conocimiento Especializado del Pro-
fesor de Matemdticas constituye una herramienta util para organizar la formacién inicial
de los maestros, en lo relativo al contenido matemdtico, desde una doble perspectiva: la
estructuracion de las asignaturas, y el disefio de tareas. Mostraremos para esto dos ejemplos
propios de la Universidad de Huelva: una asignatura orientada hacia la construccién de
conocimiento geométrico, tanto matemdtico como didéctico, y una tarea centrada en la
reflexién sobre las caracteristicas de los poligonos.
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ABSTRACT

In this chapter we focus on how the Mathematics Teachers’ Specialized Knowledge is a
powerful tool to frame prospective mathematics teachers’ training from a double perspecti-
ve: the structuring of the subjects, and the design of tasks. Aiming a better understanding
of our perspective, we will show two examples from the University of Huelva: a subject
oriented towards the construction of geometrical knowledge, both mathematical and di-
dactical knowledge, and a task focused on the reflection about some features of polygons.

Keywords: teacher education, tasks, mathematics teacher, specialized knowledge, MTSK.

INTRODUCCION

A FORMACION INICIAL de profesores de matemadticas en Espana es diferente

en el caso de profesores de Educacién Secundaria (donde realmente tiene

sentido hablar de profesores de matemadticas) y de Educacién Primaria (don-
de tendriamos que hablar de maestros que ensefian matematicas). En la actualidad,
la primera es una formacién dividida entre Grado (no necesariamente de Matemd-
ticas, pero en general sin una orientacion especifica a la profesion docente) y Mds-
ter (Mdster en Profesorado de Secundaria y Bachillerato); mientras que la segunda
es de Grado y con orientacién hacia la profesién docente.

Aunque serfa interesante abordar la carrera docente como un continuo cohe-
rente y discutir en ese dmbito la orientacién especifica a seguir, nos centraremos
en este capitulo solo en la formacién de maestros de Educacién Primaria. No
obstante, no evitaremos asi la complejidad que supone que, bajo directrices de
Planes de Estudio comunes en todo el Estado, se desarrollen programas formati-
vos donde conviven modelos diferentes de organizar el contenido matemadtico y
el diddctico del contenido, bajo el epigrafe genérico de «Ensefianza y aprendizaje
de las Matemadticas».

Para salvar la distancia existente entre la formacién inicial y la préctica profesio-
nal (Goos, 2014), la formacién de profesores de matemadticas deberia inspirarse en
las tareas y competencias profesionales. Por eso, cuando pensamos en el diseno de
programas y actividades para la formacién inicial, debemos tener la mirada puesta
en lo que un profesor tendrd que hacer cuando se encuentre en su aula.

Una sesién de aula de matemdticas siempre tiene un detonante; ese detonante
puede ser, por ejemplo, una pregunta de un estudiante o del profesor, o un proble-
ma o una actividad con un recurso o extraida de un libro de texto. En los casos en
los que es el profesor quien lo provoca, estamos o bien ante una tarea planificada, o
un momento de improvisacién; cuando proviene del estudiante, ante una situacién
de contingencia (Rowland, Turner, Thwaites y Huckstep, 2009). En ambos casos,
el itinerario que sigue al detonante no estd univocamente determinado, aunque
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puede caracterizarse por momentos de interaccién del profesor con los estudiantes
(intentando comprender sus intervenciones, respondiendo o canalizando las res-
puestas a sus preguntas, reconduciendo los errores o lanzando nuevos retos), o del
profesor y los estudiantes con el contenido matemadtico (Jaworski, 1994), desarro-
llando investigaciones o resolviendo problemas en cuyos procesos la argumenta-
cién y la demostracién serdn constantes; y para ello, se apoyard en diversos recursos
(el libro de texto, material manipulativo o recursos tecnoldgicos). Estos momentos
descritos han de acompanarse necesariamente de otros de institucionalizacién de
los aprendizajes (Brousseau, 2007). En las situaciones de contingencia, ademds, el
profesor necesitard hacer uso de su espacio de ejemplos en el dmbito del contenido
matemdtico que estd abordando (Sinclair, Watson, Zazkis y Mason, 2011).

La clase termina, pero no asi el trabajo del profesor, que necesita reflexionar
sobre la sesién desarrollada y planificar la siguiente. Para que esta reflexién sea
efectiva es atil que disponga de un marco organizativo que le ayude a realizarla
de forma disciplinada y estructurada, para identificar los elementos esenciales de
la préctica, reflexionar sobre esos elementos de forma integrada y ofrecer plantea-
mientos alternativos de ensefanza (Santagata y Guarino, 2011), asi como para
aprender a mirar con sentido la prictica profesional, propia o de otros (Fernindez,
Sédnchez-Matamoros, Valls y Callejo, 2018).

El proceso de aprender a ensefiar matemdticas requiere que estas tareas profesio-
nales formen parte de la rutina de actividades de la formacién inicial de forma que
tanto la reestructuracién (y a veces reconstruccion), como la comprensién profun-
da del contenido matemdtico (Ma, 1999), se desarrollen en escenarios centrados en
las tareas de ensenanza, generando oportunidades de aprendizaje situado en el con-
texto de la practica (Ball y Cohen, 1999). Ello no significa que la formacién tenga
que desarrollarse en la propia aula de Primaria o Secundaria; podria tener lugar
mediante el uso de material, como casos o videocasos, que permita compartir ex-
periencias para explorar aspectos centrales de la prictica (Borko, Koellner y Jacobs,
2011), potenciando asi también la construccién de conocimiento diddctico del
contenido matemdtico. Las actividades a desarrollar en la formacién inicial asi di-
senadas ofrecerdn a los futuros profesores maltiples oportunidades de aprendizaje:
oportunidades para desempaquetar los contenidos matemadticos implicados (Ma,
1999), para organizarlos dentro de una estructura coherente, mejorar su capacidad
de argumentar, discutir sobre formas de abordar esos contenidos, comprender el
pensamiento de los estudiantes, anticipar sus respuestas, generar ejemplos para
reconducirlas o reflexionar sobre la oportunidad de que determinada actividad se
desarrolle en un nivel determinado.

En los apartados que siguen describiremos el modelo analitico de conocimiento
especializado del profesor de matemdticas (MTSK), desarrollado en la Universidad
de Huelva. Una parte importante de su construccién se ha realizado en el contexto
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de actividades de desarrollo profesional en entornos colaborativos. En la actua-
lidad, como sugieren Kilpatrick y Spangler (2016), el MTSK ha servido como
una conceptualizacién que orienta el tipo de conocimiento que un formador de
profesores debe pretender que construyan los futuros docentes. MTSK desgrana
los diferentes tipos de conocimiento que un profesor pone en juego cuando ensefia
matemdticas, por ello, lo hemos empezado a utilizar para el disenio de programas
de formacién inicial de profesores. Tras la presentacién del modelo, mostraremos
cémo MTSK puede servir para organizar la formacién inicial en dos niveles, el cu-
rricular y el del disefio de tareas. Ejemplificaremos ese disefio poniendo de relieve
el proceso de génesis de una tarea formativa elaborada desde MTSK.

UN MODELO DE CONOCIMIENTO PROFESIONAL ESPECIALIZADO
PARA EL PROFESOR DE MATEMATICAS: MTSK

Todo modelo, esquema o marco tedrico es una representacion de un concepto
que supone un posicionamiento, una perspectiva respecto del objeto de estudio, y
una acotacién; interesardn unas caracteristicas o unas dimensiones de ese objeto y
no otras. Un modelo, por tanto, propone una representacién (mental y gréfica) de
la realidad que se proyecta en el objeto, sin dnimo de exhaustividad. Siguiendo a
Chacin (2008, p. 57),

Un modelo es un espacio conceptual que facilita la comprensién de la realidad
compleja, ya que selecciona el conjunto de elementos mds representativos, descu-
briendo la relacién entre ellos y profundizando en la implicacién que la prictica
aporta para investigar y derivar nuevos conocimientos.

Efectivamente, la creacién de un modelo pretende servir de herramienta episte-
moldgica, mejorando la comprensién del objeto de estudio.

El modelo MTSK no tiene como propésito prioritario contrastar y evaluar el
conocimiento poseido por el profesorado y determinar el contenido de la forma-
cién inicial, sino reflexionar sobre los elementos que conforman el conocimiento
existente y orientar el contenido de la formacién inicial. En su uso en la investiga-
cién asume la nocién de conocimiento de Schoenfeld (2010, p. 25):

Yo defino el conocimiento de un individuo como la informacién que tiene dis-
ponible para usar para resolver problemas, alcanzar metas, o desarrollar cualquier
tarea. {Notese que, de acuerdo con esta definicién, el conocimiento no ha de ser
necesariamente correcto!

Schoenfeld apunta, de este modo, tres aspectos importantes en relacién con esta
caracterizacion que es también un posicionamiento: es una informacién disponible,
estd destinado a su uso, y no es necesariamente correcto. Es evidente que el uso del
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modelo MTSK en formacién inicial es diferente, pues las condiciones de las insti-
tuciones encargadas de dicha formacién incluyen la obligacion de realizar una eva-
luacién que mida el nivel de competencia y conocimiento de los futuros profesores.

Como herramienta analitica, sirve para realizar andlisis con cierto nivel de
profundidad y minuciosidad, al tiempo que debe enfrentar el riesgo de atomizar
un objeto de estudio que es sumamente complejo. Para ello, el MTSK (figura
1) contempla tres dominios: conocimiento matemdtico, conocimiento didictico
del contenido matemadtico y creencias y concepciones. A su vez, el dominio del
conocimiento matemdtico se subdivide en tres subdominios: conocimiento de
los temas, conocimiento de la estructura de la matemdtica y conocimiento de la
préctica matemdtica. Por su parte, el conocimiento diddctico del contenido ma-
temdtico se subdivide en otros tres subdominios: conocimiento de la ensefianza
de la matemdtica, conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje matemdtico
y conocimiento de los estdndares de aprendizaje de la matemdtica. Cada uno de
estos subdominios posee un conjunto de categorias e indicadores que ayudan a
describir dicho subdominio y a operativizar el andlisis. En cuanto al dominio de
las creencias y concepciones, diferenciamos tres concepciones sobre la matemdtica
(instrumentalista, platénica y de resolucién de problemas) y cuatro tendencias di-
dicticas (tradicional, tecnoldgica, espontaneista e investigativa) articuladas en un
sistema compuesto por las categorias propuestas por Carrillo y Contreras (1994).

En el desarrollo del modelo MTSK nos basamos, fundamentalmente, en Shul-
man (1986) y Ball, Thames y Phelps (2008). Conservamos los dominios del co-
nocimiento matemadtico y del conocimiento didédctico del contenido matemdtico
(aunque con una estructuracion diferente), anadiendo el dominio de las creencias y
concepciones del profesor sobre la matemdtica y sobre su ensefianza y aprendizaje,
ya que estas nos ayudan a comprender mejor la practica del profesor, en particular
las relaciones entre subdominios. Asimismo, la nocién de especializacién estd ligada
a la necesidad en la ensefianza, no a la diferenciacién con respecto a otros profesores
o profesionales de la matemdtica. Esta nocién de especializacién se expone con mds
detalle en Scheiner, Montes, Godino, Carrillo y Pino-Fan (2019), donde, ademis,
se discute en relacién con otros modelos, como el de Conocimiento Did4ctico-Ma-
temdtico (Godino, 2009). El modelo MTSK es también deudor de las ideas de Ma
(1999) en tanto en cuanto se concibe la posibilidad de que el profesor conozca en
profundidad los distintos elementos de conocimiento que integran cada uno de los
subdominios y que conozca las relaciones entre estos elementos. A continuacién, se
presenta brevemente el modelo MTSK, con la descripcién de los subdominios del
conocimiento matemdtico y del conocimiento didéctico del contenido.

De Carrillo, Montes, Contreras y Climent (2017, pp. 191-193) se extrae una

sintesis de la descripcién de los subdominios (consultar Carrillo et al., 2018 para
una descripcién mds extensa, incluyendo explicacién del proceso de obtencién del
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modelo; consultar Carrillo, Climent, Contreras y Ribeiro, 2017 y Carrillo, Mon-
tes et al., 2017, para ver ejemplos de aplicacién del modelo). El primero de los
subdominios del conocimiento matemdtico es el conocimiento de los temas (KoT),
conocimiento disciplinar que incluye la fenomenologia y aplicaciones de un con-
tenido, los procedimientos, las definiciones, propiedades y sus fundamentos, y los
diferentes registros de representacién. El conocimiento de conexiones es la esencia
del conocimiento de la